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Vorwort zur ersten Auflage. 


Die vorliegende Arbeit soll nur zur Einführung in das 
Studium der Determinanten dienen. Sie beschränkt sich daher 
auf die Behandlung der wichtigsten Sätze der Theorie und 
auf Anwendungen derselben. 

Innerhalb dieses Rahmens suchte ich wissenschaftliche 
Strenge mit leicht fasslicher Darstellung zu vereinigen und 
habe deshalb den sonst üblichen Gebrauch der doppelten 
indices vermieden, so wie besonderes Gewicht auf übersicht- 
liche Gliederung gelegt. 

Auch hoffe ich das Verständnis der Theorie wesentlich 
erleichtert zu haben durch eine reichhaltige Anzahl be- 
handelter Aufgaben aus der niedern Algebra und der ana- 
lytischen Geometrie, deren Lösungen ich dem Charakter 
des Ganzen anzupassen bemüht war. 


Ubrang 
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Vorwort zur zweiten Auflage. 


In dieser zweiten Auflage sind gegenüber der ersten 
wesentliche Aenderungen durchgeführt. In der Darstellung. 
selbst ist zunächst zum Ausgangspunkt die Zeichenbestimmung 
der Unterdeterminanten gewählt worden, statt derjenigen der 
Glieder der Determinante. Dadurch wurde der Begriff der 
Inversion entbehrlich und an seine Stelle ist nun die anschau- 
liche Betrachtung der Reihen getreten, die Kürze der Be- 
weisführung und grössere Uebersichtlichkeit im Ganzen er- 
möglichte. 

Einem vielfach geäusserten Wunsche um Aufnahme der 
Elemente der analytischen Geometrie des Raumes bin ich 
um so bereitwilliger nachgekommen, als nunmehr die An- 
wendungen der Determinanten auf die betrachteten Aufgaben 
aus diesem Gebiete ohne Voraussetzung besonderer Kennt- 
nisse darin erfolgen konnten. 

Der erste Teil enthält nur Anwendungen der Theorie 
auf Algebra und die analytische Geometrie der Ebene, der 
zweite nur solche auf die des Raumes. 


C. Prang. 


Erster Teil. 


Hauptsätze über Determinanten. 
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$ 1. Einleitung. 


Die Determinanten, ein mächtiges Hilfsmittel der Al- 
gebra, bilden als solches einen Teil der Algebra selbst. 
Obgleich ihr Wesen und ihre Bedeutung dem genialen Blick 
eines Leibniz nicht entgangen waren, so ist der Ausbau 
ihrer Theorie doch erst ein Jahrhundert später von Cramer 
unternommen worden, dann hauptsächlich von Laplace, 
 Lagrange, Gauss, Cauchy weiter geführt und erst im 
Jahre 1841 von Jacobi durch seine Abhandlung „de for- 
matione et proprietatibus determinantium* zu einem gewissen 
Abschluss in systematischer Form gebracht. 

Ausser auf Algebra finden die Determinanten die weit- 
gehendste Anwendung auf analytische Geometrie, speziell 
auf die des Raumes. Erst durch den Gebrauch der De- 
terminanten wird ihre Darstellung vielfach leicht übersehbar. 


$ 2. Determinanten zweiten und dritten Grades. 


Um zu dem Begriff der Determinante zu gelangen, 
gehen wir von der Auflösung der Gleichungen aus: 
ac+by=« 
wc +b,y = 6. 
Man findet 
b— eb, 465 — 4,6, 
Er SEEN RR I ET 
bad a,b,— a,b, 


Die Resultate zeigen, dass die Werte der beiden Unbe- 
‚kannten denselben Nenner haben. Der Ausdruck für den- 


Pranzs _Determinanten, 1 


2 
selben a,d,—a,b, wird durch das Symbol 


2 b, 


a,b 


2 2 


oder auch durch (a, b,) 








bezeichnet und eine Determinante zweiten Grades genannt. 
Man löst umgekehrt eine Determinante zweiten Grades auf, 
indem man die Produkte der Elemente, die über Kreuz stehn, 
in der obigen Art von einander subtrahiert. Danach ist 
la,a, 


bb, 


2 b, 





— a,b,—a,b, also auch = 











a,b, 


Mithin kann man in einer Determinante zweiten Grades die 
horizontalen Reihen mit den vertikalen vertauschen. 

Bei einem ähnlichen System von drei Gleichungen mit 
drei Unbekannten der Form ac+tby+cz =d zeigt sich 
dieselbe Eigentümlichkeit, dass die Unbekannten denselben 
Nenner 


06,,—-0,56,.—- abc, +a,b,c+ta,b,6 er. 030 


haben. Dieser Ausdruck wird durch das Symbol 
la,b, e 
a,b, c,| oder auch durch (a,b, c,) 


q, b, C, 


dargestellt und eine Determinante dritten Grades genannt. 
Die letzte Form enthält also nur die in Klammern geschlos- 
senen Elemente der Hauptdiagonale. Die Entwickelung der 
Determinante dritten Grades lässt sich ausführen, indem man 
die beiden ersten Vertikalreihen hinter die letzte setzt, dar- 
auf das Produkt aus den Elementen jeder Diagonalreihe bil- 
det und schliesslich der Hauptdiagonale und ihren Parallelen 
das Zeichen +, den andern das Zeichen — gibt. Danach 
erhält man: 


a RA DRAN 12 
N = 2 


+ 
\/ 


—= ab,c.+b.c,a.+ c,a,b 


2, ‚026,4 b,6,a,+ 6,a,b,— a,D,e, — b,e,a,— 6,a,b 
6, 


822217 


also einen Ausdruck, der, wie man durch Vergleichung er- 


a nn 


3 


kennt, mit dem gegebenen identisch ist, wodurch die Richtig- 
keit des Verfahrens nachgewiesen ist. 




















Beispiele. 
022102 abciab 
Flrrale 22: becabe = Babke— "—V"—e; 
2201298 cabica 
122 3:17122 
456|45| = 1.5.9 + 2.6.7 +3.43—75.53—86.1— 942 = I. 
BI REES 











Die a,a,...b,...c, werden Elemente, 

die horizontalen Reihen, in denen sie stehen: Zeilen, 

die vertikalen R SEE URN „ : Spalten oder 
Kolonnen genannt. 

Und unter der Bezeichnung Reihen sollen umgekehrt, sofern 
nichts Besonderes bemerkt ist, nur Spalten oder Zeilen 
verstanden werden. 

Für die Determinanten dritten Grades gilt offenbar 
nun folgendes: 


a,b, c, 
(a, b, c,) ar 


ab,6,| = ab,c,—a,5,,—a,d,6;+a,b,c+a,b,,—a,b,c.. 








4; b, Cz 


Jedes Glied enthält aus jeder Spalte und Zeile ein, aber 
auch nur ein Element und es sind auf diese Art alle nur 
möglichen Glieder als Produkte aus den gegebenen Ele- 
menten gebildet. 

Der Faktor irgend eines Elements z. B. von c, in 
(a, b, c,) 

u, ab, 
ist gleich der Determinante, welche nach Durchstreichung 
der Reihen, in denen c, steht, übrig bleibt, also hier 


1 b, 








a; b, 
Das Zeichen dieses Faktors wird bestimmt, indem 
man schrittweise von der ersten Spalte bis zu derjenigen 


geht, in der das besagte Element also hier c, steht, und 
1* 
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dann vom ersten Element c, herunter bis zu dem betrach- 
teten Element c, übergeht. Ausgehend von dem Zeichen + 
hat man bei jedem Uebergang das Zeichen zu wechseln, 


also hier im Ganzen 2+1 = 3mal. 
++ 
a, b, €, 
A, b, C, 
| % b, 6, | 


Da die Summe der Stellenzahlen beider Reihen, in denen’ 
das Element steht, um zwei grösser ist, als die Summe der 
obigen Uebergänge, so kann man auch sagen: 

Ist die Summe der Stellenzahlen beider Reihen, in denen 
das Element steht, gerade, so gilt das Zeichen +, im anderen 
Falle das Zeichen —. 


$ 3. Die Determinante n!" Grades. 
Unter einer Determinante nt" Grades versteht man 
ebenso allgemein ein Polynom von n” Elementen, die in 
n Spalten und » Zeilen geordnet sind 


a, b, 2... k, 
q, b, 

) 
. 
d, kn 


aus denen alle möglichen Glieder der Art gebildet sind, 
dass jedes Glied ein Produkt von n Elementen darstellt 
und ebenso wie bei der Determinante zweiten und dritten 
Grades ein und nur ein Element aus jeder Spalte und Zeile 
enthält, so dass die Determinante selbst als eine lineare, 
homogene Funktion der Elemente einer beliebigen Zeile oder 
Spalte erscheint. Es können also aus irgend einem Gliede 
z.B. aus dem Gliede a,d,c,d, der Determinante (a,b,c,d,) 
abgesehen vom Vorzeichen alle übrigen durch alle möglichen 
Vertauschungen der indices ohne Aenderung der Buchstaben 
hergeleitet werden. 

Der Faktor eines Elements ist eine Determinante 
(n— 1)" Grades, die man nach Durchstreichung der Spin 
und Zeile erhält, in der das Element steht. 


) 


Das Zeichen dieses Faktors ist + oder —, je nachdem, 
genau wie vorher bei der Determinante dritten Grades, auf 
dem Wege von a, bis zu dem betrachteten Element hier 
eine gerade resp. ungerade Anzahl von Uebergängen aus- 
geführt ist. Wie am Schlusse des letzten Paragraphen kann 
man auch sagen: Ist die Summe der Stellenzahlen beider 
Reihen, in denen das Element steht, gerade, so gilt das 
Zeichen +, im anderen Falle das Zeichen —. 

Aus diesem Bildungsgesetz der Determinanten sollen 
nun Eigenschaften derselben hergeleitet werden. 

Die folgenden Betrachtungen sind der bessern Anschau- 
lichkeit halber an Determinanten niederen Grades durch- 
geführt, aber so gewählt, dass sie für Determinanten be- 
liebigen Grades giltig bleiben. 

Unter den Gliedern der entwickelten Determinante 
kommt auch das Diagonalglied a,b,c,...%k, vor, da dasselbe 
aus jeder Spalte und Zeile ein und nur ein Element ent- 
hält. Dies Diagonalglied nimmt im folgenden eine bevor- 
zugte Stellung ein. Von demselben lässt sich zeigen, dass 
es stets positiv ist. 

Zunächst sieht man, dass jedem Element der Diagonal- 
reihe ein positiver Faktor zugehört, weil immer von «, bis 
zu dem betrachteten Elemente eine gerade Anzahl von Ueber- 
gängen auszuführen ist. Z.B. in (a,b,c,d,e,) zur Bestim- 
mung des Zeichens für den Faktor von d, 

von a, bis zur Spalte d: 3 ne 
d, bis zu d,:3 £ 
im Ganzen 6 Uebergänge. 


Pr] 


Nun gehört 
in (a,b,c,) dem c, das pos. a,b, im Diagonalgliede zu, 
also ist a,d,c, pos., 
daher gehört in (aXd, c,d;) dem d, das pos. a,b, c, im Diagonal- 
gliede zu, also ist.a,b,c,d, pos., 
in (a,b,c,d,e,) dem e, das pos. a,b,c,d, im Diagonal- 
gliede zu, also ist a,b,c,d,e, pos. u. S. w. 


» 


6 
$ 4. Sätze über die Determinänten. 


I) Jede Determinante kann nach den Elementen einer 
beliebigen Spalte oder Zeile entwickelt werden. 

Dies folgt unmittelbar aus dem Bildungsgesetz in $ 3. 

Z.B. 



































abc 
Aue b,c be Id. c be ac ab 
202 I: | LIT 154 ie 36% 
ER —d, +a, =——d = +6 — 
3 Ca 3° (9an 2” q,C, q,0, 
Q,5,C, 
etc. 


Anm. Der Faktor jedes Elements heisst seine Unter- 
determinante; der 
von a, heisse A,, 
TIER URBte, 
so dass z. B. 


NK ET 


2 
ist. Daher ist auch 
(a,b, 6,) 2 04, +.,4, +04, Same 0A, +b,B, +00, = etc, 

Es gilt also folgendes: 

Die Unterdeterminanten der Elemente irgend 
einer Spalte oder Zeile haben abwechselnd das 
Zeichen + und —; sind ausserdem die Elemente 
einer Reihe mit Ausnahme eines einzigen = (, 


so ist die Determinante gleich diesem Element 
multipliziert mit seiner Unterdeterminante. 








b, Cz 


281 DT DE 
81218 = «|. -s +1] = -10 
oe 26 26 28 

oder 
a 23 83 82 
823 = -5) | =-10 
196 26 16 12 
0ab re 100 
a0 c| = 2abe: ae = 3453 = +31, 
beoO ee 690 
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nach den Elementen der zweiten Spalte entwickelt. Aus 
dem letzten Beispiel folgt: 

Zusatz. Eine Determinante (n—1)te" Grades kann 
‚als eine solche nt" Grades dargestellt werden, in 
der das Element zu Anfang 1 ist, die übrigen 
Elemente einer der beiden hinzugekommenen 
Reihen Nullen und die der andern beliebige 
Zahlen sind. 





179 
34 

= 0841= —2 
eh 


II. Die Determinante ändertihren Wertnicht, 
wenn man ohne Aenderung der Aufeinanderfolge 
ihre Spalten als Zeilen schreibt. 

Zunächst gilt der Satz für eine Determinante zweiten 
Grades. Denn es ist 


a, b, 














a, b, 

Es mögen nun die folgenden beiden Determinanten 
vierten Grades betrachtet werden, von denen die eine aus 
der andern durch den Tausch der Spalten mit den Zeilen 
entstanden ist. 


a, b, C, d, a, 4,4,4, 
b. d bo mo 
0.) G, 2 6, 2 und 3) 1 2 3 4 £ 
0, b, cz d, 7 6, Cz q, 
a, b, 7 d, d, d, d, d, 





Der Faktor eines beliebigen Elements z. B. von c, 
a,b,d, 
a, b, d, 
a; b, d, 
a, A, A, 
b,b,b, 
d.d,d 


22 


ist in a: — und zwar neg. infolge der 2+3 Uebergänge, 








ist in B: — und zwar neg. infolge der 3+2 Uebergänge. 








Da zur Zeichenbestimmung in jedem der beiden Fälle 
eine gleich grosse Anzahl von Uebergängen ausgeführt wird, 
so sind auch die Zeichen der Faktoren von c, in a und ß 


5 


einander gleich. Sind also die beiden obigen Determinanten 
dritten Grades, die sich nur durch Vertauschung der Spalten 
mit den Zeilen ergeben, einander gleich, so sind es auch die 
Determinanten vierten Grades « und ß. 

Allgemein. Gilt der Satz für eine Determinante 
(n— 1)!" Grades, so auch für eine Determinante »'®" Grades. 
Da er nun für eine Determinante zweiten Grades richtig 
ist, so gilt er allgemein. 


an8 An 401|40 
086/03), = 18, [|732|73| = 18. 
Kae 1.2 864/86 














III. Die Determinante ändert durch Ver- 
tauschung zweier Parallelreihenihr Zeichen. 
Behauptung: 


Iab,cd,e| aecdb| 
0,b,%d,e, a TE Bu 
„bodei = -W,%.. +.) 
a,ba.de, ,,..b, 
OR DIG.OEE, ER 





wobei die Reihe 5 mit der Reihe e vertauscht ist. 

Wird zunächst eine Reihe mit einer Nachbarreihe z. B. 
die Spalte D mit der folgenden Spalte c oder der vorher- 
gehenden a vertauscht, so ändert sich in der Entwickelung 
von (a,b,c,d,e,) = b,B,+b,D,+b,D,+b,D,+b, B, der ab- 
solute Wert der Faktoren von b,b,... nicht, wohl aber ihr 
Zeichen nach dem Bildungsgesetz ($ 3). Also für zwei be- 
nachbarte Spalten gilt der Satz. Es lässt sich aber zeigen, 
dass der Tausch zweier beliebiger Spalten z. B. der Spalten 
b und e auf eine ungerade Anzahl von Vertauschungen 
zweier nebeneinander stehender Spalten zurückführbar ist. 
Denn hat man, um die Spalte db hinter e zu bringen, wie 
hier, drei Sprünge nach rechts zu machen, so braucht man, 
um die Spalte e nachher an die alte Stelle der Spalte b 
nach links überzuführen, einen Sprung weniger, also im 
ganzen eine ungerade Anzahl von Vertauschungen (3-+2) 
auszuführen. Daher ändert die Determinante ihr Zeichen. 
Da nun nach II die Spalten auch als Zeilen geschrieben 
werden können, so gilt der Satz allgemein. 


245 125 
1253|= —| 2453| = +5) 
a | Beet 











Zusatz. Zwei Glieder der entwickelten Deter- 
minante, die sich nur durch Vertauschung zweier 
indices unterscheiden, haben verschiedene Vor- 
zeichen. 

Behauptung: In der Entwickelung von (a,b, c,d,) haben 
die Glieder a,b,c,d, und a,b,c,d, verschiedene Vorzeichen. 

Wird in 





a,b,c.d, a,b,c.d, 
adicd. |, f a,b,c,d 
a=| ' ° * "\die2mitder4vertauscht,soentstehtß—=| ° ° * ). 
A, b, C, d, Az b, 7 d, 
a, b, 7 d, a, b, 6, d, 


Das Glied a,b,c,d, hat in « dasselbe Vorzeichen, wie 
das Glied a,d,c,d, in ß, da die entsprechenden Elemente 
beider Glieder in « und ß an derselben Stelle stehen. Weil 
aber «a = —ß nach dem soeben bewiesenen NSatze ist, so 
muss a,b,c,d, in der Entwickelung von « mit dem umge- 
kehrten Vorzeichen von a,b,c,d, in a auftreten. 

IV. Sind zwei Parallelreihen einander gleich, so ist die 
Determinante = 0. 

Bezeichnet A, den Wert der Determinante A nach der 
Vertauschung der beiden gleichen Reihen, so ist 


A = A,, weil die Determinante durch Vertauschung 
der beiden gleichen Reihen sich nicht än- 


dert; 
A= —A, nach Satz III, 
folglich 2A=0 odr A=(. 
344 
1) 122] = 0. 
5.4101 








Zusatz. Wirdin A= c(0,+00,+00,+c,0, statt 
c,c,c,c, gesetzt d,d,d,d,, so muss sein d.(,+d,0,+ 


d,O,+d,C, = 0, weil durch die ausgeführte Sub- 
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stitution zwei Spalten gleich geworden sind, 
die Spalte cund die Spalte d. 

RURIME DL. 
BRDIICH 
ab ed 


KrhaeHd: 


Dan —= (b—-a)(c—a)(d—a)(e—b)(d—b)(d—e). 








A lässt sich zunächst als Funktion von a ansehen, welche 
für « = b Null wird (Gleichheit zweier Reihen); A ist also 
nach einem bekannten Satze der Algebra durch (a —b) teil- 
bar. Ebenso sieht man, dass die Differenz irgend zweier 
Buchstaben ein Teiler ist. 


Daher muss A = a(b—a)...(d—c) sein. a ergibt sich 
hier —= 1 durch Vergleichung von abc’d® mit dem Dia- 
gonalgliede 1bc’.d’. 

151 1 1 

NE Da oe BR 
ae ae 
11 1 1+z 





Weil für <= 0 zwei Spalten gleich werden, also 


A = 0 ist, muss x ein Faktor von A sein. Ebenso muss 
auch y% und z ein Faktor von A sein, weil für y= 0 und 
auch 2 = 0 die Determinante A = 0 wird. 

Es kann daher A = a.x.y.z gesetzt werden. In A 


hat aber xyz den Faktor 1, wie aus dem Diagonalgliede 
hervorgeht; also ist « = 1. 

V. Eine Determinante A wird mit einer Zahl 
multipliziert, indem man die einzelnen Ele- 
mente einer Reihe mit derselben multipliziert. 














a,b, €, pa, be, 
»-\,b,c| = (pa,).A, + (ra,).A,+ (pa,). 4A, = |ra, 5b, 6 |, 
BRD..C, pa, b, c, 
Dil [ 
2128231 N AP el 
101% 201,2 














Umgekehrt hebt man einen Faktor aus einer Determinante 
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heraus, indem man ihn von den Elementen einer Reihe 
durch Division absondert. 

I12y5 Kur b 5 

a 

VI. Eine Determinante hat den Wert 0, wenn 

die Elemente einer Reihe den entsprechenden 

Elementen einer Parallelreihe proportional sind. 


mas 





a, pa, 6, aa, €, 845|l 445 
.7W,ec\|=r.aa,c| = (0; 6386| — 2.336 =: 
la, pa, c, 1a, a, 6, |(s. V) 421] Saal 


VII. Bestehen alle Elemente einer Reihe aus 
einer gleichen Anzahl von Summanden, so kann 
dieDeterminante in ebenso viele Determinanten 
gleichen Grades zerlegt werden. 


In 
a,b,e, a =ata 
= .be, si ,w=a+tı 
b,c, u. =ata.. 
Dann ist 


= 1m4A+0,4+0,4A = (a+a)A+(,+m)A,+(a+0,)A, 
= (0,4,+@,4,+0,4,)+(@4,+%4,+04,). 

Jede der beiden letzten Klammern stellt hier eine De- 
terminante dar, welche aus der ursprünglichen hervorgeht, 
indem man an Stelle von a zuerst a’ und dann den Buch- 
staben a” setzt. 


541 5 4 1 541 541 
854 5+3,2+3,2+2 22 332] 


VIII. Der Wert einer Determinante ändert 
sich nicht, wenn man zu den Elementenirgend 
einer Reihe die mit demselben Faktor multi- 
plizierten, entsprechenden Elemente einer Pa- 
rallelreihe addiert oder von ihnen subtrahiert, 

Für A = (a,b,c,d,) ist. nach IV (Zus.) 

A\= a,4,+ b, BEI OR d, D,| k und Y bedeuten hier eine 
0 —=a4A+b,B,+c0,+d,D,|) der Zahlen von 1 bis 4, 
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daher 
A —= (]+pa,) A, + (b,+pb,) B,+ (+0), + (d,+pd,)D,. 
234] 2+3.2 34 834 
352) — 345.252 1352|. 
6671| 6+7.2 71 allen] 
Und es ist ja auch 
234|23 834| 83 
352|35 27, sowie 1352 135 — — 27. 
67167 2071|207 

















Die hier angeführten Sätze werden zur Transformation 
und Auswertung der Determinanten gebraucht. Ihre An- 
wendungen sollen einige Beispiele erläutern. 


$S5. Transformation und Berechnung einiger De- 
terminanten. 


Der Kürze halber mögen die Zeilen mit 1, 2, 3 
und die Spalten mit I, II, III be- 
zeichnet werden, und ein Ausdruck der Form 


I—-(plII-gIV) 


sage aus, dass eine nach $ 4 erlaubte Transformation durch 
die angedeutete Aenderung mit Spalte II ausgeführt ist. 


Schliesslich soll noch durch % Y) ausgesprochen sein, dass 
der Faktor % nach $4, V aus der Spalte III abgesondert ist. 








I IT 
Near 5 (5); Hi 
Dal Tl 00 KR ? 
ER en 
BED A 














Hier ist zunächst von der zweiten Spalte die mit 2 
multiplizierte erste Spalte und von der dritten die mit 3 
multiplizierte erste Spalte subtrahiert und darauf in der 
transformierten Determinante aus Spalte I und II der Fak- 
tor 5 abgesondert worden, 
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Aus dem behandelten Beispiel ergibt sich: 

Sind die Elemente ganze Zahlen, so suche 
man ein Element = 1 zu machen. Die übrigen 
Elemente einer Reihe, in der es steht, sind, wie 
das Beispiel zeigt, leicht in die OÖ übergeführt 
und die Determinante selbst nach 84,1 (Zus.) auf 
eine solche niederen Grades. 





a Ehe. 
12 114 311 001 Bi 
2)) 9103| = |131| = |—221 a | 14 
8 72 872 252 
«(), (5) () Ba 
nn ce. N gl ahabahi) 
3) fuer, gl) Ba aa I ae A RREIE 
De ı et 0202 
ec | ee 0220| 
022 
— — 0.5.0202) = — 16abe, 
220 
TE VEIT 
11415 4 er! 
a 
81110 5 3 1105 
131.2,,3,16 -3-1 31684, VI), 


magisches Quadrat genannt, weil die Summe der Elemente 
jeder Spalte, Zeile und Diagonalreihe dieselbe ist. 


II —- IV, II—-IV II+I 
Onnn 0 0. On 
n—n 0 nO oO 
nOnn|ı . n—n On 
'5) == == —NN O—n = o_nnNn n—n! = — Int, 
nnOn n O—nn 
nn nn nen n 


nnno nn no 








1 2 3 
Ü (2) (7), () & b.e(]) 
1 
Zac I+)(a+d+ JM — IM! 
1aaıa® h be aa? be+uc+tabau 
a aa -— ab | = |catab+bebb 
co “ | abe ab+ac+beecee 
KeeN ‚2 
Ei 
ar 


— (ab+ac+be) 1b 
1ce\($4,V). 


7) Den Inhalt eines Dreiecks durch die Koordinaten 
seiner Eckpunkte zu bestimmen. 











rr 
D) a == u sin (a,— 4,) 
— L(r, r,sina,cosa,—r,r,c0s0,sina,) — 19, —2,Y,), 
DIS 
I) PO, > 5R sın (0,—a,) Fr lu, 4) 


Je nachdem also die Drehung im positiven oder negativen 
Sinne von der Geraden OP, ausgeführt wird, hat man für 
2A den Ausdruck &,9,—2%,y, mit dem positiven oder nega- 
tiven Vorzeichen zu versehen. Der Drehungssinn für r, sei 
positiv, also 

a Yı 
%, Y; 
In bezug auf einen andern Anfangspunkt eines parallel und 
gleich gerichteten Systems habe 0 die Koordinaten x, und 
y,; dann ist x, zu ersetzen durch ©, —z,, 


Yı » ” D) Y,—%; U.S.W. 


2i=ny,-a,Yy = 
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zit 1x 1,1 
2-2, y—y, .Y 3 95 ı Yı 


| UTX, Yy—Ys 


2A 0.—-2,4-4,| = lau = 11% 





01, y—Y 1, Y 12,9% 


Durch Transformation sind auch die Aufgaben 2 und 3 
aus S4, IV zu lösen. 


$ 6. Auflösung eines Systems linearer Gleichungen. 


Es sei gegeben: 


| 


ac +by+a2 
o) a,c+by+c2—= k, 
0,0 + b,y+o2 = KÄ,. 

Die aus den Koeffizienten der Unbekannten zusammen- 
gesetzte Determinante (a,b,c,) = A heisst die Determinante 
des Systems. 

I+(yIl+zIO) 





ade, aranD, cc as+by+teazb, ec kb, € 
2./,b,.) =  acbc)| = |we+by+4,2b. = kb 
a,b, €, Q,% b, c, a0 +b,y+c,2 b, ec, k,b, 6, 





auf Grund obiger Gleichungen. Daher 
kb e 
k,b,c, 


doll _ be), 
un b, € (a, b, c,) 


“: b, 6, 











Q, b, Gz 


II+(«I+2zI) 


abe, a, by o, a ke, (a, k,c,) 
Bi Wi: Ne Ya Kar Pay 
yv/,b, = „.bys,|) = |) undy= (a, b,c,) 
18.8 
4; b, 7 Az b,y 6; 4; k, Cz 
a,b, 6, a,b, 42 a,b, k (a,b, k,) 
Pr ie Er 5 -— a RP NE ER 
2. \a,b,,|=  a,b,co:2 = |a,b,k, und 2 = (a, b,c,) 
13. 


[7 b, C, [7 b, C,& 4, b, k, 
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Das Verfahren ist in analoger Weise zur Berechnung der 
n Unbekannten eines Systems von » linearen Gleichungen 
anzuwenden. Angenommen wird dabei, dass in den gegebenen 
Gleichungen die absoluten Grössen d.h. die von den Unbe- 
kannten freien %k,, k,, ... allein auf den rechten Seiten stehen. 
Der Nenner des Wertes irgend einer Unbekannten ist dann 
gleich der Determinante aus den Koeffizienten derselben, 
hier also 

a, b, C 

a, b, 2 

a,b, 6, 
und der zugehörige Zähler geht aus diesem Nenner hervor 
durch Substitution der absoluten Grössen der rechten Seite 
k,,k,, k, an Stelle der entsprechenden Koeffizienten der Un- 
bekannten. 

2. B. bei y ist k,, k,, k, statt b,, b,, b, zu setzen. 











2c—-3y+ 2 —4 
Ba— y-ı3= 2 
s+ y+t2= 1 
2—3 1 —4—53 1 
(.b,,)—|3—-1-1| = 23; (kbe)= | 2-1-1 —%AG, 
EN be.) a1 
2—4 1 2-3 —4 
UNNA SE u a ke (a,b,k,) — (13-1 2| = 29; 
5 N ra LI HT 
er (kd,e) _ N (a, k,c,) Be (a,b,R,) _ 1. 
(a, b,c,) (a, b,c,) (a,b,c,) 
el m y+0d.z2=1 
y+22 = oder d.c+ y+ 2 —= 1% 
22-4 a 0) —2+0.y+ 22 = 0 
1—10 
AN Ba Ka 
|—1 02 
wi A ymaidı) Ra —i2 
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Ist ın einer linearen Gleichung ax+by+cz+dv = k 
das absolute Glied k — 0, so heisst dieselbe homogen. 

Wir betrachten nun ein System von drei solchen homo- 
genen, linearen Gleichungen mit drei Unbekannten: 


ac +by+a2 = 0 
PB we+by+o2 = 0 
ac +b,y+42=0. | 
Aus den für das System « gefundenen Lösungen folgt hier: 
©.(,b,,) = 0; y.(a, b, c,) —= 0; e.(ab,s) =), 
da ja in den dortigen Determinanten = k,=k,=0 
zu setzen ist. 

Ist also die Determinante (a5,c,) nicht = (0), 
so muss jede der Unbekannten x,y,2=0 sein, 
damit diese Gleichungen zusammen bestehen. 

Ist hingegen irgend eine der Unbekannten 
x,y,2 von O verschieden, so muss die Determi- 
nante (a,db,c,) = 0 sein. Die Unbekannten erscheinen 
dann in der Form % und sind also unbestimmt. 

Dagegen lässt sich zeigen: 

Die Verhältnisse der Unbekannten zuein- 
ander haben bestimmte Werte, wenn eine der 
Unterdeterminanten A,,...C, der Elemente des 
Systems nicht verschwindet und A = ( ist. 

Es ist immer 

0,4,+b,B, +0, =4A 
a,4, + b, B,+ c„G, == 0 (8 4, IV, Zus.). 
In unserm Falle ist aber A = 0, also auch 
,4,+b6,B+c0, =. 
Es gelten also die beiden folgenden Systeme: 
a2 +by+a2=0 4, r0d,B8 +, = 0 
0,2% +b,y+c,2 = 0 ,4,+b,B,+0,0, = 0 
,2+b,y+c2 = 0 ,4,r5,B +, =U, 
worin für % durchweg entweder 1 oder 2 oder 3 zu setzen 


ist und V, die dem v, zugehörige Unterdeterminante bezeichnet. 
Prangs Determinanten. 2 
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Wird jede Gleichung des ersten Systems durch eine 
und dieselbe Unbekannte z. B. durch 2 dividiert und jede 
des zweiten durch die entsprechende Grösse, in unserm 
Falle durch C,, so sieht man zunächst, dass irgend zwei der 
Gleichungen des ersten Systems bestimmte Werte für = 
und = liefern werden, die aus den entsprechenden Glei- 


k 


chungen des zweiten Systems für R und 








Ö sich auch 
ergeben, welche der Zahlen 1, 2 oder 3 auch % bedeuten 
mag; d.h. es ist 


Re BIETER 


1 er 


Die Verhältnisse — und + werden also bestimmte 


wiy:z2 = A 





Werte haben, wenn in . und , das C, eine nicht ver- 
schwindende Unterdeterminante ist. 
4: +5y+2 = 0 

1) 32 +6y+z2 = 0 
Be+4iy+z—=(,. 


Die Determinante des Systems 


4514| 

361 

DAL 
ist = 0, Man erhält 
EEE a A Er Rn 1 
Ten ENGER ee. < 


Bei der Wichtigkeit des ersten Satzes folge hier noch 
ein zweiter Beweis für ihn. 

Betrachten wir zwei beliebige der drei durch 2 divi- 
dierten Gleichungen z. B. die beiden ersten, so ist es klar, 
dass die Werte der in ihnen vorhandenen Unbekannten 
ı % 
Für] 
und denselben Nenner (a,d,) haben, der sich auch in der 
Determinante des Systems als C, darstellt. 


von den Konstanten der beiden Gleichungen abhängen 








% 
meh a Le ul) 
8 Pq 1 
x y a, b, € 
En A=|ab,e| 
| @, b, 63 
® Y 
EL a: == 0) 
Da nun, wie bewiesen, &:y:z unter anderem = 4,:B,:0, 


ist, und in diesen Unterdeterminanten A,, D,, C, nur die 
Konstanten der zwei ersten Gleichungen vorkommen, so 
müssen diese Werte, in die linke Seite der dritten Gleichung 


AD ORET 


eingesetzt, dieselbe zu Null machen, wenn die Gleichung 
denselben Werten der Unbekannten genügen soll. Man er- 


hält 
A, b B, 
(ara) re 


als den Ausdruck dafür; und dieser Ausdruck kann nur = 0 
sein, wenn 
USA EB eG — 8) 


d.h.A=0ist. Daher gilt der Satz: 

I. Für die Koexistenz von n linearen, homo- 
genen Gleichungen mitn Unbekannten, vondenen 
nicht alle gleich Null sind, ist es notwendig, dass 
die Determinante ihrer Koeffizienten gleich 
Null ist. 

Führt man aber das System von n homogenen Glei- 
. chungen mit n Unbekannten durch Division mit einer Un- 
bekannten z. B. z auf ein System von » nicht homogenen 


Gleichungen mit n—1 Unbekannten (2), (2) ++ zurück, so 


lautet der Satz: 

I. Für die Koexistenz von n nicht homoge- 
nen, linearen Gleichungen mit (n—1) Unbekannten 
ist es notwendig, dass die Determinante ihrer 
Konstanten gleich Null ist. 

| 93 
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Vorausgesetzt wird dabei, dass die Glieder jeder Glei- 
chung auf der linken Seite stehen. 

Von diesen Sätzen wird bei Gleichungssyste- 
men obiger Art zur Elimination der Unbekannten 
Gebrauch gemacht. 

Ausserdem ergibt sich aus dem Resultat: 

eıyıe = A,:B,:0, 
ein neues, einfaches Verfahren zur Berechnung der Unbe- 
kannten eines Systems von n linearen, nicht homogenen 
Gleichungen mit n Unbekannten, wenn alle Grössen auf den 
linken Seiten stehen. Es war für: 


(=)+3(2) +0 == 0 a:+bnte = 0 


(e)+3(%) +6 — 0 /oder',a,E+b,n Her 


„(-)+u(2)+« = 6 u: +b,nt+e, —= 0 
E) 4, ZN B, 
£ C,’ 7 So C, 


Die Koexistenz obiger drei Gleichungen für & und n hat 
allerdings für die Konstanten ihres Systems die Bedingung 
(a,b,c,) = 0 zur Folge. Indessen hängen die aus zwei be- 
liebigen Gleichungen des Systems z. B. aus den beiden 
ersten bestimmbaren Werte von & und n lediglich von dem 
Verhältnis der Unterdeterminanten der Konstanten der 
dritten Gleichung A,, D,, C, zueinander ab, sind also nicht 
abhängig von den Werten der Konstanten a,, b,, C;. 
Um daher z. B. aus den drei Gleichungen: 

ar bntrocro, —=0 

a5+b,n+0C+d, — 0 

trete, —=0 
&,n, & zu bestimmen, genügt es unter Hinzufügung beliebiger 
vier Elemente a,, b,, c,, d, die Determinante zu bilden: 

a,b. c,d 


ee 


a,b,c,d 


2:2 v2 


a,b,c,d 


35,8 5837578 


a,b,cd 


44 4 d 


und r " r 
4 2 4 ar 4 
I 
zu berechnen. 
Beispiele. 
2c+3y— :-5—=0 > 
- 12 2-11 
Bor — g RER CH 
3c+ y+ 2 -8=0 og, 
3—-1-—-5 |. 2 —-1—5 | 
4,=-|2 2-1 = 20; Bi 2 li an, 
1 1—8 3 1-8 
253—5 23—1 
eo, = -|12—-11| = 60; DE = 2362 1722220; 
31-—8 a a 
e 5 Va En 3m al, ie 3 


Für ein System von » Gleichungen mit » Unbekannten 
&,1, ... bilde man unter Hinzufügung einer (n + 1)! Zeile 
Aus Oazı nz. eine Determinante vom (n + 1)" Grade. 


Beispiele zu den Sätzen I und II. 
1) Zwischen den cosinus der Winkel eines Dreiecks er- 
gibt sich aus den drei Gleichungen 
—a+bcosy+ccosß = 0 
ac0osy—b +ccosa = 0 
acosß+bcosa—c ==: 
wenn a,b und c als Unbekannte angesehen werden, die Be- 
ziehung;: 
—1cosy cosß 
cosy —1cosa| = cos!a+cos®’ß+cos’y+2cosacosßcosy—1l—=0. 
cosßcosa —1 


2) Die Bedingung dafür aufzustellen, dass sich drei 
durch ihre Gleichungen gegebene gerade Linien in einem 
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Punkte schneiden. Die Gleichungen der drei Geraden seien: 
a2 +b,y+e = 0 
0,2 +b,y+c,= 0 
a2 +b,y+c —=(. | 
Schneiden sich die drei Linien in einem Punkte, so 
müssen die Koordinaten des Schnittpunktes allen drei Glei- 


chungen genügen. Für die Koexistenz derselben ist aber 
nach II die Bedingung, dass 


3) Die Bedingung dafür, dass die Gleichung zweiten 
Grades 


F(ay) = ax’ +2bay+cy’+2de+2ey+f= 0 
zwei sich schneidende Gerade darstellt, abzuleiten. 
Stellt die obige Gleichung das System zweier sich 
schneidender Geraden dar, so muss sie nach Verlegung des 


Anfangspunktes in den Schnittpunkt der Geraden durch 
Parallelverschiebung der Achsen in der Form 


(d,n — 4,8) (b, 7 een €) = Doz SICH A a,b,) SF a,0,& 
darstellbar sein; d.h. die Glieder erster Potenz und das 


absolute Glied dürfen nicht vorkommen. 
In bezug auf den alten Anfangspunkt habe der neue 
die Koordinaten x, y.. 
Man setze 
e—= +8 
yayrtn 
Dann ist 
Fa+sytn) = aa Hr tat) reg tm 
+24 +8)+2eytn)tf— 0 
oder 
a +2bin+ten’+2:(lau, +by+d)+2n(bx, +cy+e)+Fley) = \. 
F(&,y,) geht aus (xy) durch Substitution der Werte &, 
und y, für z und y hervor. 
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Es muss sein nach Obigem 
ax, ty +td= 0 
bz, +tey, te = 0 


und 
Be y,) — A 0 


Es ist aber 
F(x,y,) = Fey) - im, (am, +by,+d)+y, (ba, +ey, + e)\ 
— d2. ey, nh—0 

und das System 
ax +by+d=0 
bz, +toyte=0 
de tey+tf=0 

liefert die Bedingung: 

abd 

Diae 7 0: 

def 


= 





Zahlenbeispiel 1. 
2 Tay+H3yP—I3r—y—-2—=(. 





Hier ist 
23-8] 
A— —2+6—4 il) 
-3-4-2 


also muss die linke Seite der gegebenen Gleichung in zwei 
lineare Faktoren zerlegbar sein. Welche Art von geraden 
Linien, ob reelle oder imaginäre, denselben zugehören, zeigt 
die weitere Rechnung. Nach x aufgelöst erhält man: 


7 IND ar 5 1\ 
A er ae ed er 





2 
und 
x = 3y+2 
Yy 1: 
Ela au 12); 


Die linke Seite der gegebenen Gleichung lässt sich daher 
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darstellen als das Produkt 
(2 —3y—2)(22—y—1) 
und die Gleichungen der geraden Linien lauten 
2 —3y—2 —(, 22: —-y-1l1=0. 
Dieselben sind reell. | 
II. Welchen Wert muss die Konstante f in der Glei- 


chung 
 — 3ay+2yP —Ar—dy+f— 0 
haben, wenn dieser Gleichung zwei gerade Linien entsprechen 
sollen ? 
Es muss dann sein 

DE 3 
—3+4-—5 

2—-3+f 


=. 








daher 
N 
Man erhält dann ähnlich wie oben 
@-y+1)@-2y+3) = 0; 
und die Gleichungen der geraden Linien lauten: 
z—-y+1=0 und z<-2y+3 =(. 


4) Reduktion der durch die Gleichung zweiten Grades 
der vorigen Aufgabe F'(xy) = 0 gegebenen Kurve auf ihren 
Mittelpunkt. 

Bezöge sich die obige Gleichung bereits auf den Mittel- 
punkt, so würde eine durch ihn gelegte Gerade y = mx 
gleiche Werte für die Abszissen der Schnittpunkte in der 
Gleichung: 


zo (a+2bm+cm’) +2x(d+em)+f = 0 


zur Folge haben müssen; daher müsste das Glied erster Po- 
tenz 2x(d+em) = 0, mithin für ein beliebiges m der Aus- 
druck (d+em) = O sein. Es müssen d und e daher, die 
Glieder erster Potenz, in der ursprünglichen Gleichung gleich 
Ö sein. 
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Es werde nun die auf einen beliebigen Punkt als An- 
fangspunkt bezogene Gleichung der vorigen Aufgabe auf 
den Mittelpunkt reduziert. Nach der dort durchgeführten 
Transformation wird man also die Koeffizienten der Glieder 
erster Potenz einzeln = 0 setzen müssen. Das neue abso- 
lute Glied F(z,y,) = da&,+ey,+f wird aber im allgemeinen 
einen von O0 verschiedenen Wert f, haben, so dass die 
Gleichungen gelten: 

ax tiyta=0 
bx,+teyte= 0 
da, + ey +(f-f) =. 


Die beiden ersten Gleichungen liefern die Koordinaten des 
Mittelpunktes 

















40 a—d 
—ec b—e 
Re Trage 


Derselbe liegt also im Endlichen, wenn ac—V’=0 ist. Als 
Bedingung für die Koexistenz der drei Gleichungen erhält 
man 











abd 
abd 

bcee 
bce def| 
Iseff-A)i=0, also , =, _p' 


Die auf den neuen Anfangspunkt bezogene Gleichung lautet 
teten th d, 


da die Glieder zweiter Dimension bei der Parallelverschie- 
bung der Achsen sich nicht ändern. 
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$S 7. Multiplikation zweier Determinanten miteinander. 


ih 
Das Produkt 
a, a, Pp,P 
le ac (a,b,— a,b,)(P,9,—P,9,) 
b, b, g, B 














— (a,9,d,9,+%r,d,4,)— (@P,d,9, + P,b,4;) 
ist gleich der Determinante 


a9, +9,29, 6,9, +67, 
2,9, 8% 955. 0,9, 1.029; 


G, % 
Pı Ps 


wie sich durch Auflösung dieser Determinante ergibt. 

Das Bildungsgesetz der neuen Determinante, die gleich 
dem Produkt der beiden ursprünglichen ist, hat allgemeine 
Giltigkeit auch für die Produkte zweier Determinanten n!® 
Grades. 

Es genügt, den Beweis für das Produkt zweier De- 
terminanten dritten Grades zu führen. Es sei 


’ 

















4, 4,0, PP P;| 
?P=ıbbb,|, = 9, 9a 93 |* 
ERCNE 1,7,77, 








Aus diesen Determinanten P und ® sei eine neue Determi- 
nante R nach obiger Art gebildet, z.B. in der zweiten 
Zeile das dritte Glied 


b, T, er b, T, + b, N; 


dadurch, dass die Elemente der zweiten Zeile aus P mit 
den entsprechenden der dritten Zeile aus @ multipliziert 
und die Produkte addiert seien: 


I 


a,P, 70,9, + 4;P; 4, rt g,g, ar, Tr Tar, | 
56,2, +6,» + b,P; b,,+b,9,+ b,4; an er 
| Pr Pr (3 P3 gr VE Fe b, 4; ar, Tr 1,7 GT, | 





a 


a, %, Os 


Bı B, Ba E 
Yı Ta Ta 
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Nach $ 4, VII zerfällt diese Determinante in 27 De- 
terminanten dritten Grades. Unter diesen verschwindet jede, 
in der zwei Parallelreihen vorkommen, die sich nur durch 
einen Proportionalitätsfaktor unterscheiden. ZB. 








a, pP, a, q, Q, T, a, a, A, 
Bag —ngr,\bb bi —N. 
en Ca 


Es bleiben nur Determinanten übrig, die nach Absonderung 

des den Elementen einer Spalte gemeinsamen Faktors Ele- 

mente mit den Buchstaben a, b, ce enthalten werden und 

zwar so, dass nicht zwei Spalten denselben index haben. 
Eine solche Determinante wird z. B. sein: 


a, 0, 4,| 


P, 9, Tr; | b, b, d, | 








Die Determinante (a,b, c,) unterscheidet sich vn P = 
(a,b,c,) aber nur durch db Vorzeichen. Mithin ist 








| 

| un A, A, 
P= b,b,b, ein Faktor von R. 
% G C Cz 


Denkt man sich weiterhin in der Determinante R die 
Zeilen mit den Spalten vertauscht und darauf wiederum 
eine Zerlegung derselben Art in 27 Determinanten ausge- 
führt, so erkennt man ebenso, dass die Determinante R 
auch den Faktor @ = (p,9,r,) haben muss. Es wird also 
R= f.P.Q sein, worin der Faktor f noch zu bestimmen 
bleibt. Man suche zu diesem Zweck in der Entwickelung 
von f.P.Q das Glied auf, welches dem Gliede a,b, c,P,9,r, 
in der Entwickelung von R gleich ist. Dasselbe ist 
Ra.o,c,n,q,r,;\alsotıst 7 =: lb und daheri RI FG. 








|; .2+3.4,1.3+3. = meiEn 


72 
2.2+3.4,2,3+3,1 16 9 


== 30% 
le” 


B.; 31 
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1l. 


Liegt ein System von Elementen vor, in dem die Zahl 
der indices grösser ist als die der Buchstaben, z. B. 


a a,u P,P,P : ; 0,4 

EN a eo wird 

b, b, b, Iı 9 93° Bı Ba 
a = q,P,+4,P,+4,P, etc. zu setzen sein, und es wird be- 
hauptet: 















































AU eh DIT OD aD Od de, 
Bı B, 6,2, +59, +b; 2, b4, +5,94 + 5,9; 
 |%%||P,®, a, a; | |PıP3 | |PaP;| 
di, dB I, Il 











R kann zerlegt werden in die Determinante 


a,2, + %P, 09,499; 
b,», Ar b,2,, b, 4, ar b,9, 








und eine Anzahl anderer, bei denen in jeder mindestens bei 
einem Element der index 3 auftritt. Die eben angeführte 
Determinante ist dem Werte und Zeichen nach ($ 7, ]) 

a, ga; 


b, b, 


P, Ps 
9, 9 
Sie muss in der Entwickelung von R auftreten und enthält 
ausserdem alle Glieder, in denen die indices 1 und 2 aus- 
schliesslich, d.h. die index-Gruppen 11, 12, 21, 22 vor- 
kommen. Analoges gilt von 
































a,P, 7 9,9; 4,9, 709,9, a, A; h pP, P3 

DPD, 0050, b,b, 9, 9 
und schliesslich von 

PT Q,P;, gt 9,9; a, A, E P,P; \ 

6,2, +5,02, 56,94, +b,g, b,db| |) % 




















Daher ist, da andere Glieder nicht vorkommen, 
a, 9; 


b, b, 


PP; 
I, 3 


a, A, 


b, b, 


P,P; 
g, g, 


438 


b, b, 


PP; 
9 8 
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Man hat also hier alle möglichen Komplexionen zu je 
zweien aus den Ziffern 1, 2, 3 zu bilden so, dass in jeder 
eine Ziffer nur einmal auftritt und die grössere Ziffer auf 
die kleinere folgt. Danach sind die Produkte je zweier 
Determinanten aufzustellen. * 

Die allgemeine Giltigkeit dieses einfachen Beweisver- 
fahrens leuchtet unmittelbar ein. 

!) Aus den gleichen Systemen 














arDe6 auldie 
und 
q, b, ec, a,b, € 
geht hervor: 
Fi +b+E aa+bb, +ce, W Rn Hr dran 
aa, +bb +cc a+b+te a, b, AG b, 6, 


























Sind aßy und a,ß,y, die Winkel, welche zwei durch 
den Anfangspunkt eines dreiachsigen, rechtwinkligen Koor- 
dinatensystems gehende gerade Linien mit den Achsen bilden, 
bezeichnet d% den von den Geraden eingeschlossenen Winkel 
und setzt man 

COB GI a EA Vena 00 y ec 


co84, = a, C08 ß, Zr ECO NE Ch, 


so gelten die Gleichungen 


SEN N NS Ri) 














aa, + bb, +cce = cost (II. $ 2, 4) 
und es ıst 
1 cost ab ala ae Mortptere 
ee — sin’! —= 
csy 1 a, b, 0,6 b, ec, 








1) Findet erst Anwendung in Teil II. 
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S 8. Das Produkt zweier adjungierter Determinanten. 


Wird jedes Element einer Determinante durch die ihm 
zugehörige Unterdeterminante ersetzt, so wird die so ent- 
standene Determinante die adjungierte der ersten genannt. 

Satz. Das Produkt einer Determinante nt" Grades A 
und der ihr adjungierten A’ ist gleich der „t® Potenz der 
ursprünglichen, also die adjungierte gleich der (a — 1)!” Po- 
tenz der ursprünglichen. 

Der Beweis werde an einer Determinante dritten Grades 
geführt. 

a, a, a; | 4, 4, A, 
ARACG— INBEDED. ie B,B, 
c 6, Cz 6 0, Q, 

a,4,+ 04,4 a, A;, 6,4, + Der b,A,, CAT 04H A, | 
er AB, a,B,+ a, B,, b,.B,4 0 b, B,, cB,+ B,+ GB, 

a0, +0,00, +0a,0,, b,0, 1.0.0 +5,06, LEN, 4,0, 0, 


9 Bra | 
= | ,ß,7 | 
0, B; Ta 
Nach $ 4, IV (Zus.) sind hier alle Elemente gleich Null 
mit Ausnahme der in der Diagonale stehenden a,,B,, Y, 
von denen jedes gleich A ist. Daher hat man A.A' = X 
Ddertä,— Ay 
Beispiel. Es soll der Inhalt eines Dreiecks bestimmt 
werden, dessen Seiten durch die Gleichungen gegeben sind: 


1) ax +by+,=0 P,(&,n,)seider Schnittpunkt von 2)u. 3) 








2) ,2+b,y+,—=0 le »»n „ er 3) 
3) 4,2 +b,y+,—=0 Eulen) „9 „ » 1) n 2). 
Dann ist 
A B A B 
en; Mrode on = =: HN Tr 


und nach $5, 7 




















A 
ae. 
Dreieck =%|1&,n,| = #%|1 c, 6, — 50.0.0, ABE G| 
en, Be, AMDICH| 
O:G, 
2 
_n or worin &, = (a,b,); , = -(a,b,); 0%, = (a,b,) ist. 
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$ 1. Der Punkt. 


Die Lage eines räumlichen Gebildes werde auf drei sich 
rechtwinklig schneidende Ebenen bezogen: Die Koordinaten- 
ebenen. Ihr gemeinsamer 
Schnittpunkt O0 heisst der 

Koordinaten - Anfangs- 
punkt, ihre Schnittlinien 
sind die Koordinatenachsen 
0X, 0Y, 0Z. Die Abstände 
eines Punktes P von den 
Koordinatenebenen PW, 
PV, PU bestimmen seine 
Lage und sind Kanten 
eines Quaders, die von P 
auslaufen, der Gegenecke 
zu 0. 

Die von 0 ausgehenden Kanten 0A, 0B,0C, die jenen 
Strecken gleich und parallel sind, heissen Koordinaten des 
Punktes P:x,y,2. Wie in der analytischen Geometrie der 
Ebene hat man festzusetzen, welche Richtungen der Achsen 
als positiv angesehen werden sollen; die entgegengesetzten 
sind dann negativ und die Lage jedes Punktes ist durch 
die der Grösse und dem Zeichen nach gegebenen Koordinaten 
dann vollständig bestimmt. 

In welchem der acht Oktanten, die von den Koordinaten- 
ebenen gebildet werden, der Punkt P liegt, hängt also von 
dem Zeichen seiner Koordinaten, seine Lage in dem be- 
treffenden Oktanten von der Grösse derselben ab. Im fol- 
genden werde durch P oder P(x,y,z) ein Punkt P mit den 
Koordinaten x, y, 2 bezeichnet und mit OP(a,ß,y) sei aus- 
gesagt, dass die Gerade OP mit den Achsen 0X, OY, 0Z der 
Reihe nach die Winkel «,ß und y bilde; die Strecke OP 

3* 


774 
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seı = Il. Dann ist 


x =leosa, y=lcoß, 2= Icosy. 


! werde positiv genommen. Dann gelten diese Gleichungen 
auch dem Vorzeichen nach, wie die Anschauung lehrt. 
Weiterhin folgt aus der Figur 


Ve’ + ne 
worin also die Wurzel das positive Vorzeichen hat. 
Hieraus ergibt sich 





und 





Anwendung. Es stelle ABCD ein Rechteck in der 
Ebene E, dar; seine Projektion auf Ebene E ist dann wieder 
ein Rechteck: ABC'D' = ABOD.cosv. 

Wird das ursprüngliche Rechteck durch Verschiebung 
in seiner Ebene in die neue Lage A,B,0,D, = f gebracht, 
worin A, B,|| AB sein soll, so bleibt Grösse und Gestalt 
seiner Projektion ungeändert. 

Ein beliebiges, ebenes Flächenstück F in E, werde nun 
in eine sehr grosse Anzahl schmaler zu A,C, parallel lie- 
sender Flächenstreifen zerlegt. Jeder Streifen wird dann 
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näherungsweise, wie die Figur andeutet, dem Inhalte eines 
Rechtecks gleich sein. Ist die Breite des Streifens unend- 
lich klein, so kann er gleich dem Rechteck gesetzt werden. 
Die Projektion F" des Flächenstücks F' ist dann gleich der 
Summe der Projektionen sämtlicher Rechtecke, also 


F'—= f\eosv+ f,6osv+---+f,cosv —= Foeosv. 


F bilde mit den Koordinatenebenen die Winkel «, ß,y und 
zwar 


a mit der yz- Ebene 


IB rn n„ %2 D) 
KY » n %y » 


Werden die Projektionen von F auf diese Ebenen der Reihe 
nach mit F\, F,, F, bezeichnet, so ist also 


Res n 008.0, BR coHß, Ra Tucosyp: 


1 
daher 
P?(eos®’a +co®’ß+cos®’y) = FF+R+F,. 
Da aber auch a, ß, y die Winkel sind, welche eine zur Nor- 
male von F' durch den Anfangspunkt O0 gelegte Parallele 
mit der x, y und 2-Achse bildet, so ist 
co’ a+co®ß+co®y = |, 

mithin: 

2) Bu TR Ten. 

Wird das System auf ein anderes mit dem Anfangspunkt 0’ 
bezogen mit den Achsen 0'X', 0'Y', 0'Z', die mit den Achsen 
des ersten Systems parallel und gleich gerichtet sind, und 
hat O in bezug auf O0’ die Koordinaten a, b, c, der Punkt P 
die Koordinaten «', y', 2’, so erscheint das x als Differenz 
von &' und a und es ist 


e=X0—a, 
ebenso 

y=y-b, 

2—= !—c 


Werden die Striche fortgelassen und wird der Punkt 
O(ade) mit P,(x,y,2,) bezeichnet, so gehen die Formeln aus 
1) über in: 
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m Ve-x, ) nF (y—y) AR Ger An 
Entfernung der Punkte P und P, von einander; 


ı 
e—%, Yaıyı 


2—2, 
0 
I 4 l 


— 08.0; gan: 








$S 2. Die gerade Linie. 
1) Die Gleichungen 


_- = 008 0, a LOB B a 


stellen eine gerade Linie dar, die durch den Punkt P, geht, 
und deren Parallele durch den Anfangspunkt 0 mit den 
Achsen die Winkel «, ß und y bildet. 

Die Lage dieser Linie wird zweitens auch durch ihre 
Projektionen auf zwei Koordinatenebenen bestimmt z. B. 
auf die XZ- und die YZ-Ebene. Da die Projektion einer 
Geraden auf eine Ebene selbst eine Gerade ist, so haben 
ihre Gleichungen die Form 


2 — 2, 








x = a3+p 
y=bz+.q. 


Diesen Gleichungen genügen alle Punkte einer Ebene, welche 
die Gerade enthält und im ersten Falle senkrecht zur xz- 
Ebene steht, im zweiten senkrecht zur yz-Ebene. Die 
Gleichungen genügen also den Punkten der Schnittgeraden 
dieser beiden Ebenen. Aus ihnen folgt auch für die Pro- 
jektion der Geraden auf die xy-Ebene 

de IT EN YrTapn 


u q 
Geht die Gerade durch den Punkt P, hindurch, so ist auch 








x = a2, + e.—x = alz2—2z 
1 1 daher 1 ( ) 
y=b2+9 y—y, = b(z-2,) 
und 
Ed, an a, Ya9ı — b, 
ER] 2—2, 





Aus > = cosa etc. folgt aber auch 
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C—a __ c080, y—y, cos B 
2—2, eco. 2—2, cos Y 
Daher ist 
0084 FR cos ß 
tar cosy’ N oa 
s? g° cos? 1 
ae a N 
cos? y cos? y 
1 a 
cosY — _ cosa = 
ENTER Varna 
b 
Cosa 
Vapo 


Der Wurzel ist hier überall dasselbe Vorzeichen und zwar 


das von cosy zu geben. 


2) Die Gleichungen einer Geraden aufzustellen, die durch 
die Punkte P, und P, hindurch geht. 





Aus: 
m _ 2 
2—% 
5 etc. 
Vz ui, b 
2—2, 








%—%, Heu % 7% 
a ee 
folgt - ua: 
WEI a Fa Do 
Z—R, 2,2%, 


Man erhält diese Gleichungen auch (I, $6, II) durch 
Elimination der Grössen a und 5b aus 


x —a2z —p 
x, — a2, —p 
L,— 02, —P 
in Determinantenform: 
u | 
21 


%, 2 1 


0, y—-bz—q=0 
0, y-b2-4=0 
0, y9y-0b,—-q4= 0 
yzl 
== RN 
Y2, 1 


3) Die Bedingungen dafür aufzustellen, dass sich zwei 


gerade Linien 


A — 
g: 
Yy 


a2-+-p 
bz+gq 


schneiden. 


4,2+P, 


% 
und Ak: 
Y b,2+gq, 
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(a—a)2+(p-p,) = 9, REN 2 Pp—P, 
(d—b,)e+(@—4,) nr 0, b—b, 279: 
oder auch 








(«-a,)(P—P,) 
(d—-b,)(a- 4) 

4) Der von den Geraden = 0P(aßy) und, =0P, (a, ß,Y.) 
gebildete Winkel d ist zu bestimmen. 


=, 








PP —= ?+T— 21, cos} 





= t+yıe+ntytz 
— 211, cos), 
PP, = (@-a,’+Ww-y)’+@-2)’ 
= 4 ytötntyta 
— 2(02,+yy, +22), 
daher 
2, cd — 2lax, + yy, +22) 
ie,» Syn ep 
ER RE NN 2 
SR u, 
oder 
cos) —= cosa.cosa, + cosß.cos ß, + cos y.cos Y.. 


Unter dem Winkel, den zwei beliebige sich nicht schnei- 
dende Geraden miteinander bilden, versteht man den Winkel, 
welchen zwei durch den Anfangspunkt zu ihnen geführte 
Parallelen einschliessen. 


Sind die beiden geraden Linien durch die Gleichungen 
x = a2z+Pp, = a:+P, 
y-bzi+gq y—-berg, 
gegeben, so erhält man also 
aa, +bb, +1 
Va+d+1.ya+d+ı1' 
worin die Wurzeln die Vorzeichen von cosy und cos y,, wie 


oben, erhalten müssen. 
Ist !1, also cos% = (0), so ist 


cos, — 


c08 0.C08a, + cosß.cosß, + cosy.cosy, = 0 
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oder auch 
aa+bb+1=0. 


Die Bedingung für / || !, ist 


Kr = B, TV malıe 


S 8. Die Ebene. 
1) Es sei in der letzten Figur X PPO = MW’, also |, 


jetzt p genannt, die Projektion von l. Dann ist cos? = T 
und man erhält aus 
coSY — C084.c0sa, + cos ß.cos ß, + cosy.cosy, 


lcosY — (lcos a).cosa, + (lcosß).cos ß, + (lcosy).cosy, 
oder (S. 36, oben) 

p = wcosa,+ycosß, +2cosY.. 

Dieser Gleichung genügt jeder Punkt P(xyz), dessen 
Projektion auf !, der Punkt P, ist, d.h. jeder Punkt der 
Ebene, die auf OP, in P, senkrecht steht. 

Und zwar genügen nur Punkte dieser Ebene der Glei- 
chung. Denn ein ausserhalb dieser Ebene liegender Punkt 
würde eine andere Projektion als P, zur Folge haben, also 
auch ein anderes 9. Werden weiterhin in 

xcosa, +ycosß, +2cosy,—p = 0 
die indices fortgelassen, so stellt daher 
wcosa+yceosß+zcosy—p = 0 (Normalform) 


die @leichung einer Ebene dar, für welche das 
vom Anfangspunkt O0 auf sie gefällte Lot die 
Länge +p hat und mit den Achsen die Winkel 
aßy bildet. 

Multipliziert man obige Gleichung mit einer konstanten 
Zahl k, so geht dieselbe in die allgemeine Form über: 


Ax+By+02+D=0. 


Umgekehrt lässt sich beweisen, eine solche in xyz lineare 
Gleichung stellt immer eine Ebene dar. 


42 
Da die Gleichungen 


Ax+By+0C2+D— 0 


und 
1(Ax+ By+0(z:+D) = 0 


durch dieselben Werte von x, y, 2 erfüllt werden, so muss 
nur gezeigt werden, dass ein konstanter Faktor A so be- 
stimmt werden kann, dass 


0 = A(Ax+By+0(z+D) = xcosa+ycosß+zcosy—p 


ist, worin aßyp die Ebene definieren, in welcher der Punkt 
liegen muss, dessen Koordinaten der Gleichung 


x con +ycosß+z2cosy—p — 0 


genügen. Der Bedingung wird genügt durch 














NA ==C03.0, ABT=—C0B.B; NOrZEt0e \D=-—». 
Daraus ergibt sich 
CAD cos’ a + cos’ ß + cos’ y 1 a 1 
TE SA, BUCH RR N N Eee 
und 
A B 
COB dl Le | oß = ee 
VA+B’+C Ve?+B+C 
LH C 
le yLEn reg; 


Aus AD= —p folgt, dass das Zeichen von A, also auch 
das der Wurzel so gewählt werden muss, dass AD negativ 
wird; d.h. die Wurzel muss das umgekehrte Vor- 
zeichen von D erhalten. 

Um eine Gleichung Azx+By+Cz+D=0 auf die 
Normalform zu bringen, multipliziert man sie also mit 
VD BLO und gibt der Wurzel das ee 
Vorzeichen von D. Der Ausdruck + ————— stellt 

VA? Ei, BD! + 0° 
dann den Abstand des Anfangspunktes von der Ebene dar. 

Es folgt hieraus auch weiter: 

Zwei in xyz lineare Gleichungen, die sich nur 
durch einen von OÖ verschiedenen, konstanten 


43 


Faktor r unterscheiden, stellen dieselbe Ebene 
ar: 
Demgemäss erhält man auch aus 


Ac+By+Cz2+D= 0 
und 
rAc+rBy+r(0z+rD= 0 
dieselben Werte für », cosa, cos ß, cos. 

Zur Bestimmung des Abstandes des Punktes P,(x, y, 2.) 
von der Ebene Acr+By+C0z+D = 0 verlege man den 
Anfangspunkt durch Parallelverschiebung der Achsen nach P.. 

Dann ist zy2z zu ersetzen durch «’+2,, Y+y, 2 +2, 
und die Gleichung geht über in 

A@+2,)+B(y+y)+C@+z2)+D= 0 
oder 
Ax'+ By + 02'+(Ax, +By+Cz2+D) = 0 
bezogen auf P, als Anfangspunkt. Das frühere absolute 
Glied D hat hier den Wert Ax,+By,+Cz,+D und der 
gesuchte Abstand », ist daher 
Ar, +By+0C2+D 
R+BR+G 

2) Die Gleichung der Ebene, welche durch die von ihr 
auf den Achsen erzeugten Abschnitte bestimmt wird, kann 
auf folgende Art ge- 
funden werden. 

p sei wiederum das 
von 0 auf die Ebene 
E gefällte Lot OP, 
aß y seien die Winkel, 
die es mit den Achsen 
bildet und a,b, c, die 
von der Ebene auf 
den Achsen erzeugten 
Abschnitte. Es ist 
dann nach der Figur 





Di 


C 


B) 





2» 
cosa = — 
a 
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und aus 
xcosa+ycosß+zcosy—p = 0 


entsteht die gesuchte Gleichung: 
et + I + ® — |]. 
a b € 
Anm cosea = Z geht auch aus zcosa+ycosß+2cosy 


—p—= O0 hervor, wenn darinz=aundy=z=( gesetzt 
wird ; etc. 

3) Der von zwei Ebenen gebildete Winkel ist gleich 
dem Winkel, den zwei Lote auf ihnen miteinander bilden. 
Daraus folgt: | 

a) Ist Ebene Ax+ By+0z+D= ) parallel der Ebene 
A,c+B,y+C,2+D, = 0, so ist auch p||»,, also auch 
cosa = cosa, etc. oder 











A Ei A, 
und 
A RS NAT Ve+B+o 
RR Te ne) 


b) Steht die erste Ebene auf der zweiten senkrecht, so 
ist auch 9 _p,, und es ist 


0 = cosa.cosa, + cosß.cosß, + cosy.cosy, 
oder 
0—= 4.4 +B.B,+0.0. 

4) Steht eine Gerade g(a'ß'y'), deren Gleichungen 
= az2+p 
ed 
auch »(aßy), das Lot von O auf E, parallel 9 sein, also 
a0, BB er 4 annuncnach ae 


sind, senkrecht auf einer Ebene E, so muss 





' a ' b 
LOB ON cos RB = Zr 
Ve +0+1 Ver+b’+1 
1 
cYy = ——— 
Ve+b°+1 


und 


cosaA = 


A 
a ET N U, 
1A: 170% 


% 
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ist, so hat man 


A BE OA V AS BT 0: 
a Tg Varsıl. 
5) Zur Bestimmung des Schnittpunktes der Geraden g: 
x = a2-+p» 
Yard dq 


mit der Ebene Ax+By+Cz+D= 0 erhält man die 
Gleichung , 
2(Aa+Bb+C)+(Ap+Bg+D) = 0 
und 

En 

ee Aa BR) 


Ist jede Klammer = 0, so ist z unbestimmt und die 
Gleichung wird durch unendlich viele Werte von z befriedigt, 
d.h. die Gerade liegt in der Ebene. Ist nur 


Aa+Bi+C0=(0, 
so wird 2 = oo, d.h. die Gerade ist der Ebene parallel: 
Aa+Bi+C = 0 
Ap+Bgo+D=d0. 
glE:Aa+B)+C0—=0. 


6) Geht die gegebene Ebene Ar+ By+02z+D=0 
durch einen Punkt P,(x,y,2,), so muss auch sein 


4x, +By+02,+D= 0 


9 in 


und daher 
A(@—x,)+B(y—-y)+0@-2,) = (, 


$S 4. Anwendungen. 
I. 
Eine Ebene E sei im folgenden durch die Gleichung 
Ax+By+0z+D=0, 
eine Ebene E, durch die Gleichung 
As+By+02+D =, 
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die gerade Linie g durch die Gleichungen 3 m N F? und 
2 =a2+P, Ah Et 
rn gegeben. 

1) Gesucht ist die Gleichung der Ebene E, die durch 
einen gegebenen Punkt P, geht und senkrecht zu einer ge- 
gebenen Geraden g steht. 


die gerade Linie A durch 


Es ist 
A&@—2,)+B(y—y)+ C(@—2,) 77 0, ($ 8, 6) 
A B C 
FRERERETRIL: ($ 3, 4) 
folglich 


a(©—x,) + b(y—y,) ur (@—2,) = 0, 


die gesuchte Gleichung. 

2) Die Gleichungen der geraden Linie 9 aufzustellen, 
die durch einen gegebenen Punkt P, geht und senkrecht 
auf einer gegebenen Ebene E steht. 

Die gerade Linie ist also parallel dem Lote auf der 
Ebene. Daher ist 














—_ Ec0B a = cosß, a — c0sy ($2, 1) 
und auch 
AA = cosa, NDR ,0088, AC—= c08Y; 
also 
ut La YııYı u Fa 
A B 0. 


die Gleichung der geraden Linie. 

3) Die Gleichung der Ebene aufzustellen, die durch den 
gegebenen Punkt P, geht und die gegebene gerade Linie y 
enthält. 

Aus den Gleichungen mit den Unbekannten A, B,C, D: 


Ax +By+Cz +D =0O eu 

Ax, + By, +02 +D ala ya! DR 

Apr +Bq +0.0+4D =O pe 
(83,5)4Aa +Bb +C +D0= 0 ab 1 01(1,86,1I) 


die gesuchte Gleichung. 
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4) Gesucht ist die Gleichung der Ebene E, die durch 
zwei gegebene Punkte P,, P, geht und auf einer gegebenen 
Ebene E, senkrecht steht. 


Ax +By +0 +D =0O Euyeel 

Ax + By +Czı +D =0O Zar) DIEB? 

As, + By +02, +D =0 ZELLEN 
(83,35) 4.A+B.B+0.04D0=0; 14,300 


Gleichung der gesuchten Ebene. 

5) Die Gleichung der Ebene wird gesucht, die durch 
zwei gegebene Punkte P,, P, geht und einer gegebenen ge- 
raden Linie g parallel ist. 


Ax +By+(z +D —ı() eyz2]l 
As, +By+C3a+D =0O xy, 2%, 1 Wa, 
Ax,+ By, +C2,+D N, 2 yga BENT 


(3,5) Aa+Bb+C +D0O =; ABCO 


6) Die Gleichung der Ebene wird gesucht, die durch 
die beiden parallelen Linien g und %h hindurch geht. 

Da parallele Linien auch parallele Projektionen haben, 
so wird in den Gleichungen der Geraden von g und 
a=a unddb =b, sein. Daher 





Ax +By+0Cz +D ui) osyzl 
A@a+Bbb 20 DU an base) 

und —ı 0) 
Ap+Bq+C0.0+D =O ogqoOil 
($3,5) Apr, +Bq,y+0.0+4D =0 ?p,q,01 


7a) Die Gleichung einer Ebene wird gesucht, die durch 
den gegebenen Punkt P, geht und zwei gegebenen Geraden 
g und Ah parallel ist. 


A&—zx,)+B(y-y)+C@-2)=0 Ja—a, y-y 2—2 
Aa + Bb +0 = a b L —(, 
iin. We +0 RER | ie NT y 








7b) Die Bedingung dafür anzugeben, dass drei Gerade, 
deren Richtungen durch die mit den Achsen gebildeten Winkel 
0.B,Yı, %ßs 2, %ßzY, gegeben sind, zu einer Ebene parallel 
liegen. 
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Die Richtung jeder der drei Geraden muss also zu der 
Richtung des Lotes auf der Ebene senkrecht stehen. Daher 
hat man 

Acosa,+Beosß, + Ccosy, = 0 
Acosa,+ Bcosß,+ Ccosy, = 0 
Acosa,+ Beosß, + Ccosy, = 0; |cosa, cosß, cosYz 


cos. cosß, cosY, 





cos, cos ß, cos a Et); 


8) Den Durchschnittspunkt dreier- gegebener Ebenen 
E,, E,, E, zu ermitteln: 
Axz+By+0:+D, =0 
4,2+By+02+D, = 0 
A,2+By+(C2+D =(. 

Die Koordinaten des Durchschnittspunktes sind nach I, $6 
a =D B, C,) DAL Am, 0,) un (A, B,—-D,) 
BEE EN Ten, 

Ist (A,B,C,)=0, so haben &,n,{& endliche bestimmte 
Werte. Ist der gemeinsame Nenner (A, B,C,) = 0, während 
die Zähler der &,n und £ von O verschieden sind, so liegt 


der Schnittpunkt im Unendlichen und alle drei Ebenen 
müssen ein und derselben Geraden parallel sein. 


172 
Methode der unbestimmten Multiplikatoren. 

la) Die allgemeine Gleichung einer Ebene E, welche 
durch die Schnittgerade zweier Ebenen E, und E, hindurch 
geht, ist 

E, + AE, E20) 

oder 

(A,c+B,y+0C,2+D,) +A(A,c+B,y+0(,2+D,) = 0. 


Denn die Gleichung ist erstens in &, y, 2 linear und stellt 
daher eine Ebene dar. Da ihr ausserdem die Koordinaten 
der Schnittlinie genügen, weil jede der beiden Klammern 
für diese Koordinaten gleich Null wird, so liegt die Schnitt- 
linie von E, und E, n E. 
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Es kann aber auch umgekehrt die Gleichung jeder 
Ebene, welche durch diese Linie geht, in obige Form ge- 
bracht werden. Eine solche Ebene sei dadurch bestimmt, 
dass sie ausserdem durch einen gegebenen Punkt PP, (x, y, 2,) 
des Raumes gehe. Dann muss auch sein 


(A, +B,y + Ort D,) an (4,8, + Byr E: D,) — 0, 
daher 


ji ur I As, +By4,+063+D2 


AU HBN HOGATD, 
und 
Axs+By+0:2+D, PB. A,e+By+6G2+D 
A,x, + BT Gert En Ana TER Em O2 2: 


die Gleichung der gesuchten Ebene. 

Die Gleichung E,+iE, = 0 wird daher als die Glei- 
chung des Ebenenbüschels bezeichnet, dessen Ebenen durch 
die Schnittlinie von E, und E, hindurch gehen. 

Es gehe nun eine Ebene E, durch 9 hindurch. Dann 
kann man durch kontinuierliche Aenderung von A der Ebene 
E,+iE, = 0 eine solche Lage geben, dass sie mit E, zu- 
sammenfällt. Die linke Seite von E, kann sich dann aber 
nur durch einen konstanten Faktor m von E,+AE, ($ 3,1) 
unterscheiden und man hat dann 

E,+AE, Be mE, il 
oder für m = — u gesetzt: 
E+rE,+uE, = 0. 

Umgekehrt: Sind zwei konstante Multiplikatoren A und 
u so bestimmbar, dass die Identität E+XE,+u,E, = O be- 
steht, so schneiden sich die drei Ebenen E,,E,, E, in einer 
geraden Linie. Denn für jeden Punkt der Schnittlinie von 
Er und E, ist E+XE, = 0, also muss uE, für sich — 0 
sein, d.h. E, = 0 für die Punkte dieser Linie; mithin geht 
E, durch die Schnittlinie von E, und E, hindurch. 

1b) Die Gleichung der Ebene, welche die Gerade g und 
den Punkt P, enthält, ergibt sich auch, wenn g gegeben ist 
durch * — @@rP 

y=bz+gq’ 


Prangs Determinanten. 4 


aus 
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Az +By+C(z2: +D =0 
As, +By+(C2, +2 =o0O 
Aa+Bb+C +DO0O= 0 
Ap +Bq +C.0+D = 0 
als die Determinante 
wye1 
2 
ab 10 
a | 
2a) Die Gleichung der Ebene aufzustellen, welche eine 
gegebene Gerade g enthält und auf einer andern gegebenen 
Ebene senkrecht steht. 

g werde als Schnittlinie von E, = 0 und E, = 0 an- 
gesehen, E, = 0 als Gleichung der gegebenen Ebene. Die 
Gleichung der gesuchten Ebene hat dann die Form: 

A&x+B y+02+D, +4(4,0°+B,y+(,:+D,) =°. 

Da diese Ebene ıE, steht, so ist 
A,(4,+44,)+ BB, +AB,) + 0,(0,+X0,) = 0, 
woraus man findet: 


A= 


—uı 


AARRIB ENG 
VEREN 
c—=a2+p 
y=be2+q 
gegeben, und die Gleichung der gegebenen Ebene sei E, —=(. 
Es ist dann 


2b) Die Gerade g sei durch die Gleichungen 


AR EBYyT NOT Des) ie 
A.A+B.B+C.0.+D0 =D DER A,:B0RV Beh 
Hama Bo ale De da ; 
Ap + Bq +0.0 +D 2230 q 1 


die Gleichung der gesuchten Ebene. 

3) Die Bedingung dafür zu suchen, dass sich vier Ebe- 
nen in einem Punkte schneiden. 

Es seien E —= 0, E=0, E, = 0 die Gleichungen 
dreier Ebenen, die sich in einem Punkte schneiden. 

Dann stellt die Gleichung 


a) E+IE,+rE, = 0 
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die Gleichung einer Ebene dar, welche durch den Schuitt- 
punkt der drei Ebenen hindurch geht, weil für die Koordi- 
naten des Schnittpunkts &nC sowohl E,, E, und auch E, 
gleich Null ist. 
Zur Bestimmung der Ebene sind hier noch zwei Punkte 
P, und P, erforderlich, durch welche die Ebene hindurchgeht. 
Bezeichnet man nun das Resultat der Substitution von 
x, y, 2, indie linken Seiten der obigen drei Gleichungen mitE, E,E, 
Yan nm » » 2) ) » ) 7) 3,E,E,, 
so liefern die beiden Gleichungen 
B) Bar uE, = 0 
Y) E,+ AB, + vB, — 0 
die Werte von A und », und die Gleichungen a), ß) und 7) 
die Gleichung der Ebene selbst: 














Eine vierte Ebene durch &n{:E, wird dann aber auch 
in der Form E,+?ME,+uE, = 0 dargestellt werden können, 
indem man zwei ihrer Punkte P, und P, zur Bestimmung 
von Aund u benutzt. Hat ihre Gleichung eine andere Form, 
so kann sich E, nur durch einen konstanten Faktor n von 


E,+AE,+ „E, unterscheiden, also muss sein 
E, + AE, + uE, = nE, 
oder, wenn n = — v gesetzt wird, 
E,+IE,+u,E,+YE, = 0. 
Können umgekehrt drei von O verschiedene, konstante Multi- 
plikatoren A, p, v so bestimmt werden, dass die Identität 
E,+rE,+pE,+vE, = 0 
erfüllt ist, so schneiden sich die vier Ebenen in einem 
Punkte. Denn für den Schnittpunkt von E,, E,, E, ist EE+ RE, 
+ pE, gleich Null, also muss auch vE, = 0 oder E\ = 0 


sein, d.h. E, durch &n£ hindurchgehen. 
4.* 
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4) Die Gleichungen der geraden Linie aufzustellen, 
welche durch den gegebenen Punkt P, geht und senkrecht 
auf einer andern gegebenen Geraden y steht. 

Die Gleichungen der gegebenen geraden Linie seien 


x = a2-+p 


g. 
y=bz+g 


Diese Gleichungen stellen zwei Ebenen dar, von denen 
die eine _ı zur XZ-Ebene 
andere 2 „ın YZ=22), steht. 
Nach 8. 49 ist also die Gleichung einer Ebene, die 
durch die Schnittlinie g beider und den Punkt ?, geht 


” 


ee 
x — ar, —p y—b2—q’ 











eine Gleichung, die man auch durch Transformation der 
Determinante auf S. 46 erhält. 

Die Gleichung der Ebene, die senkrecht zu g steht und 

durch P, geht, lautet: 
a(0—=,) Sr b(y—y,) ur @—2,) —=0 (S. 46). 

Diese beiden Gleichungen stellen die gesuchte Gerade dar. 

5a) Den kürzesten Abstand d zweier Geraden g und h zu 
ermitteln. 

Es sei die Ebene E || CD(k) durch AB(g) gelegt. Dann 
ist der Abstand irgend 
eines Punktes der Linie 
CD von E gleich dem 
kürzesten Abstand MN, 
der Geraden, welche auf 
g und h senkrecht steht. 

Die beiden Geraden 
mögen die Gleichungen 
haben: 





2 = 03+Pp 
kg 9; 
= qa:+Pp, 








y=b: +q, 
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Eine Ebene durch g hat dann die Gleichung: 
(e—a2—p)+i(y—bz-gd) = 0 (8. 49) 
oder 
e+iy+2(-a—Ib)— (p+Ag) = 0. 

Diese Ebene ist || CD(R), wenn (a,+Ab,)—(a+Ab) = 0 oder 
a—q, . 
A De ist (8. 45). 

Die Gleichung der gesuchten Ebene ist also 

(—b,)(@—az—p)— (a—a,)(y-bz—g) = 0. 


Der Abstand irgend eines Punktes der Linie OD von dieser 
Ebene, z.B. des Punktes, in welchem h die XY- Ebene 
schneidet, für den x = pP, = 9. #2 = D ist, ergibt den 
Abstand 














a (b a b,)(Pı —P) TE (a — u) ( g) (S. 43) 
V(a AA a,) ” (b I b,) ar (ab, — ba,)' 
5b) Die beiden Geraden g und h mögen gegeben sein 
durch: 


—% —y ge 
cos, — a, : '=cosß=b, ! 











fe BR, 


Eh ri sn ZEHN rn 2 
— c084, =4q,, =cosß, —=b, 











=cosy, =4 : h. 


Man lege durch g eine Ebene Ele h 
le N 
Eine Ebene durch ?, Pe immer ik Gleichung 


A(®—2,)+B(y-y)+0ß@-2) = I. 
Damit dieselbe die Richtung von g enthalte muss sein: 
Aa+Bb+0te= 0 
und damit dieselbe die Richtung von h enthalte muss sein: 
Aa+Bb+(0, =. 
Aus diesen drei Gleichungen folgt: 


K—E, Yy-Yy 2—2 
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Ebenso ergibt sich als Gleichung der andern Ebene durch P;: 


0%, Y%Y 22, 





Der Abstand des Anfangspunktes von der ersten Ebene ist 


ab 
— 2, 
A us a,b, 


Pie vi 12 j2 ‚|e > ® 
a, b, 


a, G, 


Wk ac 





L, 






































von der zweiten Ebene 




















bel ac lab 
a. rla. als ‚5 
ron Iplent ala.c it Dlanb 
| a,€c, a,b, 




















worin die Wurzel sowohl bei p, als p, dasselbe Vorzeichen, 
wie der Zähler erhalten muss. 

Haben in beiden Fällen die Wurzeln dasselbe Vorzeichen, 
so bilden p, und »p, mit den Achsen gleiche Winkel, d.h. 
beide Ebenen liegen zu derselben Seite des Anfangspunktes 
und es ist 
Go. 
I, d, | : 





lael 
c Bao 
1 


ac! la»! 
a,b, 


b “ 
b, c, — (y,—%,) 


Rl 
bc 


23 








d= 9,-2, = 























ı 


Haben die Wurzeln verschiedene Vorzeichen, so bilden 
p, und », mit den Achsen Winkel, von denen zwei ent- 
sprechende zusammen 180° ausmachen. Die Ebenen liegen 
dann zu verschiedenen Seiten des Anfangspunktes, und es ist 
daher auch hier mit Berücksichtigung der verschiedenen 
Vorzeichen der Wurzeln 


de! lac| lab| 
(©, —%, mW) er ee) Be 

















Bene Vale. BeL N RT TEN ERBE Eu 


lab sin d 
a | 


1 


(bee ae 
+ + 
be, a,c 


153 
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6) Es ist der Abstand eines Punktes P,(x,y,2,) von 
einer Geraden g zu bestimmen. 

Die Gerade gehe zunächst durch den Anfangspunkt 0. 

Es werde bezeichnet das Lot von P, auf die Gerade 


P,D mit d, 
; Uno 
OP; bilde mit den Achsen ib Winkel o,ß, 7, 
die Gerade 9.» » h) aßy, 


und der Winkel zwischen or, Sa OD heisse 9. 
Dann ist d = rsind ng) nach I, $7 (Schluss) 


sind = (ab, — a,b)’ + (ac, —a,c)’+ (be, —b,c). 


Da nun 
2, y, 2, 
ee Da Pe 
1 r ) 1 Y D) 1 y 
ist, so erhält man: 
= r’sm’d = (y,cosa—x, cos ß)’ + (2, cosa— x, cos y)” 


+ (z, cos ß— y, cos y)”. 


Geht die Gerade g nicht durch den Anfangspunkt, so 
habe sie die Gleichungen 


—E y—n 2—[C 
a 208 9, a 08 ß, 








=50C08 Y; 


worin also der Punkt &n{ ein gegebener ist. 

Man verlege den Anfangspunkt durch Parallelver- 
schiebung in den Punkt &n{. Dann hat man zur Bestimmung 
von d statt x, zu schreiben ©, —& 

» Yın ae 


Se k z2,—%& und erhält: 


0 = |(n m) eosa— (8) 0: B)’ +19 00a (2) sr]? 
+ a8) os (y,—n) eos y)}?. 
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1) Tranformation der Koordinaten und Inhalt 
der dreiseitigen Pyramide, ausgedrückt durch 
die Koordinaten ihrer Ecken. 

la) Es seien die Koordinaten eines Punktes P in bezug 
auf zwei rechtwinklige, dreiachsige Systeme mit demselben 
Anfangspunkte xyz resp. EnC. 

In der Figur auf S. 40 bedeute OP, die £-Achse und es 
ser PR LORD. 

Dann ist nach $ 3,1 

p = xcosa,+ycosß,+2cosy, 
oder in unserem Falle 
& = zcosa,+ycosß, +2cosy.. 

a,ß,y, bezeichnen hier also die Winkel, welche die po- 
sitive Richtung der &-Achse mit den Achsen xyz bildet. 
Ebenso mögen o,ß,y, und a,ß,y, die Winkel bezeichnen, 
welche von der positiven Richtung der „- resp. C- Achse 
mit der &-, y- und z-Achse gebildet werden. Mit Einführung 
der abkürzenden Bezeichnungen a,d,c, etc. für die cosinus 
der Winkel kann man dann schreiben: 
ss = ax +by+te2 

Nn=4%+by+92 
C= ax: +by+ 62. 
Bei Berechnung der Werte von &, y, z aus diesen Gleichungen 
tritt überall derselbe Nenner auf: 
a, b, 6 
Are a,b, 6, |° 
a,b, 6, 
Derselbe heisst die Substitutionsdeterminante der Systeme; 
ihr Wert soll berechnet werden. 
Man bilde zu dem Zwecke nach I, 87: 
arbi+cd a,a,+bb,+tce, aa,+bb,+c,c, 100 
M— aa+bb to "+tb+G aatbdb+te,e, = 010 = +1, 
a,a, +b,b,+c,c, a,0,+b,b,+60, a+b+G 001 
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da a+b5+a=1 und 
8 (9) = 590 — Od = aa, +rbb,rC,e, etc.; 
also ist 
Ar 

1b) Die Aufgabe soll nun noch in einer allgemeineren 
Fassung behandelt werden, in der sie bei Berechnung des 
Inhalts einer dreiseitigen Pyramide Anwendung finden soll. 

Vom Anfangspunkt des rechtwinkligen, dreiachsigen 
Systems xyz gehen drei beliebige Gerade r,, ?,, r, aus, deren 
Richtungscosinus bezüglich der Achsen wiederum mit a,b, .... 
bezeichnet werden sollen. Es ist der Wert von 

a, b, 2 
Nee rar liec, 
G; b, Cz 
zu bestimmen. 

Auch hier wird A?” gebildet. Der vorhin dafür erhal- 
tene Ausdruck hat dann aber einen andern Wert. Es ist 
a+b+c —= 1 etc. aber 

a0,+bb,+co,= eos(r,r,) 

ist nicht mehr — 0, weil im vorliegenden Falle die Geraden 
Y,, 75, r, der Annahme nach beliebige Winkel miteinander 
bilden. Daher ist A’, wenn 

lee Sk 

SEAN BE 

FM) Ira 
gesetzt wird: 

2 —cosb.1, 3— cosb.1 


1 cose cosb 1 COSG cos b 
M”—|csce 1 coal—=|0 (1— cos? c) (cosa— cos b cosc) 
cosb cosa 1 0 (cosa— cosbcosc) (1 — cos? b) 


—= — (cosa— cos b cos c)’ + sin? b sin? c 

— (sin b sin c)? — (cos a — cos b cos c)” 

— | cos (b — 0) — cos a} |cosa — cos (b-+ 0) 
— 4sinssin (s— a) sin (s— b) sin (s— c), 


worin 2s = a+b+.c gesetzt ist. 
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lc) Das Volumen V einer dreiseitigen Pyramide aus den 
Koordinaten ihrer Ecken zu berechnen. 

Die Spitze der Pyramide liege im Anfangspunkte 0, die 
drei anderen Ecken mögen P,, P,, P, heissen. 

Die Gleichung der durch P,, P,, P, bestimmten Ebene 
ergibt sich aus 


Ac+By+02+4D=0 DURE 

Ax,+B 02+D= 0 . : 24 
ERTL EIS als die Determinante |": =, 

A, + By,+(C2,+D=0 Zar 

As, + By+0z,+D= 0 299 1 


die aufgelöst 

2X +yY+2Z — (a, y,2,) = 0 
ergibt, worin X, Y, Z die den Elementen x, %, 2 und (x, 9, %;) 
die dem Element 1 der ersten Zeile zugehörigen Unter- 
determinanten bezeichnen. Aus Vergleich mit S. 15 erkennt 
man in X, Y, Z, abgesehen vom Vorzeichen, die Ausdrücke 
für die doppelten Inhalte der Projektionen des durch die 
drei Punkte P,, P,, P, gebildeten Dreiecks auf die Koor- 
dinatenebenen, also ist nach $1,2: 

uf —— X+Y’+Z°, 

worin J den doppelten Inhalt des Dreiecks bezeichnet. 
Wird die Gleichung 

2X +yY +22 — (9,2) = I 


in die Normalform gebracht, so ist 


SS ERFENN EN 
| Ve +Y?+2Z 
Daher ist dem absoluten Werte nach 
x, Y, 2, 
Jp=6V/ = (vn) = | 3% |' 
U; Y; 25 








Werden die Ecken der Pyramide auf ein dem ursprüng- 
lichen System paralleles und gleichgerichtetes bezogen, und 
hat der Punkt 0 für das neue System die Koordinaten 
x, y, 2, so ist 
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THINKE Y 2 Iarı2a 

x —e y—-y ı—? 
2 00-8 y-Y 22 Aa 

bV = |%,8 yY 32| = u ) 

0m, y—y 2-2 Ton, 

el Peak ER Poae x; 
02—x y—y 23—2 129,2 

(5. 7, Zus.) 


Sind zur Berechnung von Y drei von einer Ecke ausgehende 
Kanten r,, r,, r, und die von diesen gebildeten Winkel 
I (r,r,) = Xe etc. gegeben, so lege man den Anfangspunkt 
in diesen Eckpunkt 0. Dann hat man nur in 


x Yı 2, 
IVV= |, y, 2 
%z Y; 25 
für 
DER 008 A Yu SL COR Rree 
einzusetzen, worin a,,...ß,, -.. Y, die von r,,r,, r, mit den 


Achsen gebildeten Winkel bezeichnen. Dadurch wird 


cos, C0S ß, cos Y, 
6 =r,r,r 


irr,\ con, cos, coy|—='rnrt,.A 


i2 
COS, COS ß, cos Y, 


Auf S.57 war aber gefunden 


Anz 9 Vsin s sin (s— a) sin (s— b) sin (s— ce), 
so dass 
un rT, nz 


= sin s sin (s— a) sin (s— b) sin (s— c) ist. 


2a) DieBedingung dafüraufzustellen, dass die 
Gleichung zweiten Grades der Variabeln xyz die 
Mantelfläche eines Kegels darstellt: 


fay2) = Ar + Ay + AT +2 Bye + 2Bizc + 2B’cy 
+202x+20y+20z:+ FF = (0. 
Stellt die Gleichung eine solche Fläche dar, und ver- 
legen wir den Anfangspunkt in den Scheitel des Kegels, so 


wird eine durch den Scheitel geführte, den Kegelmantel 
schneidende Ebene ein Paar gerader Linien erzeugen, dessen 
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Gleichung in bezug auf ein in der Ebene des Linienpaares 
liegendes Achsensystem XY mit dem Scheitel als Anfangs- 
punkt nach S. 22 weder Glieder erster Potenz der Varia- 
beln noch das absolute Glied enthalten wird. 

Drücken wir die Koordinaten dieses Systems XY durch 
die eines dreiachsigen mit dem Scheitel als Anfangspunkt 
aus, das dem ursprünglichen, auf welches f(x,y,2) = 0 
bezogen ist, parallel liegt (x’y’z’), und ist 

— px + qy' + r? 
Y=pn®Ä+qy+tr?), 
so werden in der neuen Gleichung auch weder Glieder erster 
Potenz noch das absolute Glied vorkommen. Und dies gilt 
für den Schnitt in allen Lagen der schneidenden Ebene, also 
für die Fläche allgemein. 


Daraus ergeben sich zunächst vier Bedingungsgleichungen. 
Man setze 


2 —=aH+tk, y—=bH+y, 2 —=c+?z 
in f(&,y,2) = O ein, wo a,b,c die Koordinaten des 


Scheitels für den alten Anfangspunkt sind. Dann wird der 
Faktor 


a von 2&' sein Aa +B"b+B’c+C = 0 
B „ 24 „ B’at4’d+Be +0’—= 0} in flat’, b+y’,c+?') = 0. 
nn 2% „ Ba+Bb+A’4l"—=0 

Die Gleichungen «=0, ß=0, y=0 können auch in 


der Bezeichnungsweise der Differentialrechnung geschrieben 
werden 


3r,la,b,e) = 0, 3% (a b,c) = 0, ır.(@b,e) =. 
Es ist ausserdem das absolute Glied 
on ade 0 
also auch 
° = flab,)—-(aa+bBß+ce) = Ca+lb+l"c+F = (0. 
Die, Gleichungen 2a = 0 28707 neund For 
liefern die verlangte Bedingung: 


61 
HEBURSG 
B" 4’ B ce’ ß 
B' B a" Q” u" s 
BIER 


2b) Der Mittelpunkt der Flächen zweiten Grades. 


Es beziehe sich die Gleichung f(x, y, 2) = 0 der letzten 
Aufgabe auf den Mittelpunkt der Fläche als Anfangspunkt, 
d.h. auf den Punkt, in welchem alle durch ihn gelegten 
Sehnen halbiert werden. Wird eine Gerade mit den Rich- 
tungs-cosinus a, ß, y der Winkel, welche sie mit den Achsen 
bildet, durch ihn gelegt und das vom Anfangspunkt bis zur 
Fläche reichende Stück derselben mit p bezeichnet, so dass 


u CH 
ist, so geht die Gleichung f(x, y,2) = 0 über in 
(AR +AB+AY”+2BBY+2BYa+2B’a?) 
+2p(Ca+OB+ CHF —=0. 

Damit die Werte von p dem absoluten Werte nach 
gleich werden, muss der Faktor von 2p gleich Null sein; 
und da dies für jede Richtung von (a, ß,y) stattfinden soll, 
muss sein 

EEE EN 
d.h. die Glieder erster Potenz dürfen nicht vorkommen. 
Bezieht sich die Gleichung f(x, y,2) = 0 nicht auf den 
Mittelpunkt, so setze man zur Ermittelung desselben 
Beat neh ty, Be che, 
Dadurch geht hervor mit Fortlassung der Striche: 
AR + Ay + A +2 Byz + 2B'zx +2 B’ay 
a; ef, (a, b, c) ar yr, (a, b, c) ur 2f, (a, b, c) + r(a, b, e) —=(. 

Die Koordinaten des Mittelpunktes sind daher bestimmt 

durch 


f, (a, b, c) =Q, t,(@, b, c) —(, f, (a, b, c) =. 


Qu 
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Das konstante Glied (a, b,c) ist nach S. 60 gleich 
a el 
Werden die drei Gleichungen durch 2 dividiert und 
a, b,e durch &, y, 2 ersetzt, so erhält man 
Ax +B’y+Br+0 =0 
B"c+4A'y+Bz +0’ = 0 
Bx + By Ar TE), 


Die Fläche hat einen Mittelpunkt, wenn der gemein- 
schaftliche Nenner in 


Z Z' 2 
a DR ETDE 
A B! PB! 
DI—NBNAWBNE OMET: 
BR SAN 








Sind die Zähler nicht gleich Null und dabei D =, 
so liegt der Mittelpunkt im Unendlichen, d. h. es gibt keinen. 

Sind D und die Zähler zugleich gleich Null, so ist die 
Lage des Mittelpunktes unbestimmt. 


3) Hauptebenen der Flächen zweiten Grades. 
Wird die durch die Gleichung 


Il. f(a,y,2) = A®+ Ay + A’ +2 Byz+ 2 B’an + 2 B’ay 

+202+20y+20%z+F = 0 
dargestellte Fläche von der durch den Punkt M(abec) füh- 
renden Geraden 

a 

a 

geschnitten, worin a, 8, y die Richtungs-cosinus der von der 
Geraden mit den Achsen gebildeten Winkel bedeuten und 
p die Entfernung der Punkte M(abe) und P(xyz) ist, so 
erhält nan zur Bestimmung der Schnittpunkte der le 
und der Fläche die Gleichung: 


3: Sp +27To+R = (0, 
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worin zur Abkürzung 
S= Aa’+AP+AY?+2BBßY+2B'Ya+2B"aß 
T = Aaa+A'bB+ A’cy + B(ßce+by) + B’(ay-+ ac) 
+ B’(aß+ab)+Ca+l'ß+C” 


und R = f(abc) gesetzt ist. 
Soll die Gleichung für p zwei dem absoluten Werte 
nach gleich grosse Wurzeln liefern, so muss 7’ —= 0 sein. 
Jeder Punkt, dessen Koordinaten abe der Gleichung 


eert) 


genügen, halbiert dann die durch ihn führende Sehne mit den 
Richtungs-cosinus: aßy. 

Wird nun xyz statt abc darin geschrieben, da ja nun- 
mehr abc als variabel angesehen werden, so erhält man: 


T= (Aa+B"ß+ BY) + (B’a+4'ß+By)y+ (B’a+BB+A"Y)z 
+ Ca+0'ß+ C"Yr ==), 


Dies ist die Gleichung einer Ebene. Daher liegen die Mitten 
paralleler Sehnen auf einer Ebene. Dieselbe wird die der 
gegebenen Sehnenrichtung konjugierte Diametralebene ge- 
nannt und heisst eine Hauptebene, wenn die Sehnen 
senkrecht zu ihr stehen. 

Es seien Auv die Richtungs-cosinus der von der Normalen 
der Ebene mit den Achsen gebildeten Winkel und % der 
Winkel der Normalen mit der Sehnenrichtung; dann ist: 


A u y 
Aa+B"ß+Br B’a+4'Bß+ By ie B’a+ BB +4" 
aA+Bu-+ Yv Yin cost) 
Re EEE Een 


Ist 9 = 0, die Diametralebene also eine Hauptebene, so 
ist cosö — 1. Man hat dann auch 


IIE 10 RA EDLER P,_'' 2 
Aa + B"B+ By B’a+A'ß+ By 


Ri 1 


ERBEN: 
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und die Gleichung der Hauptebene: 
S(ae+By+Y)+Cla+ld+0y=I. 
Aus III wird erhalten: 
(A-S)a+ BB + BY =O 
IV; B’a +(4A’-8S)B+ By —= 0 
Ba + BB +(4"—8)y 
Da aber @®+ß?+7y? = 1 ist, so können nicht a, ß und y 
zugleich O0 sein. Daher erhält man aus dem System IV 
durch Elimination von a, ß und y die Determinante 


| 
= 


en B' 
V. BEN RN 
B' BAD) 


Den drei Wurzeln für $ dieser kubischen Gleichung ent- 
sprechen die drei Richtungen 


aßY; te Os B: Ts 
und jeder Richtung eine Hauptebene. Die Werte von aßy 
erhält man aus zwei der une a Systems IV in 
Verbindung mit der Gleichung ++ = 1. 

Die Reellität der Wurzeln der Gleichung V kann auf 
folgende Art gezeigt werden: 

Eine Wurzel muss reell sein. Hätte die Gleichung V 
ausserdem eine komplexe Wurzel p+gi = p+e, so müsste 
ihr auch die Wurzel p—e zugehören. In p+e und p-e 
ist also p reell und = rein imaginär, also e’ reell und negativ. 

Es sei nun p+e eine Wurzel der Gleichung. Setzt 
man in V 

A=py+A, A=p+d, AM=p+A4, 


so wie einmal8S=»p+e und dann S = »p-e ein, so er- 

hält man: 

Be RU NER! 
BAT -—e B 
B' B A-—e 


Durch Multiplikation dieser beiden Determinanten geht 
hervor nach ]J, 87: 


A,+s B" B 
BA ec WR 
B' B Al+e 


—=(0 und —=(, 
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G—e” K M 
K H-® L 
M Li Je 
BE BEI BE BUAIURB ADB B/BYBA: 
— |B"A,+4!B"+BB', B”" + 4” — + B', B"B'+AIB+BA/ = 0 
B’A, + BB"+ AYB', BB" + BA! -+ AYB, B”+ B?+ 41? — €’ 
oder aufgelöst 
VI ®—-(@+H+J)+8|(HJ— 1) + (GJ— M?)+(GH— K°)\ 
G KM 
ZI HL. —=ıV, 
MLJ 
Der Faktor von —=* ist positiv, weil @+H-+.J aus einer 
Summe von Quadraten besteht, 


y 5 FE. „  „ weil jedes seiner Glieder in eine 
Summe von Quadraten zerlegbar ist. So ist z. D. 


A”+B”+ PB B"B'+ AIB+ BA, 





HJ- I’ — = Pi 5 
B'B'+BAA+4\B B”+B’+A" 
N BIBI NAGDU. 
BuSAu B 4/ |’ 1,87 (Schluss). 











Ebenso ist @J — M? und @GH-— K° in dieser Weise darstellbar. 
Schliesslich ist 


G KM ARCBEBu|, 
Ben E  S HL DeN 
MLJ 1 Bee 


also auch positiv. 

Die linke Seite der Gleichung VI besitzt also keine 
Zeichenfolge, daher auch, da sie vollständig ist, keine nega- 
tive Wurzel für e’ (Satz v. Cartesius). Die Annahme ist 
also falsch. Die ursprüngliche Gleichung hat daher drei 
reelle Wurzeln. 
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Verlag von Mayer & Müller in Berlin. 


Dr. FÜRLE’s Rechenblätter. 


Blatt 1 und 2: Kubische Gleichungen. 


Preis je M. 1.50. 
Gebrauchsanweisung zu den Rechenblättern M. 0.20. 


Dr. Fürles Rechenblätter bieten Mathematikern, Astronomen, 
Ingenieuren, Baumeistern etc. ein bisher nicht vorhandenes, un- 
gemein bequemes Hilfsmittel. Sie ermöglichen durch bloßes Ver- 
folgen von Linien das sofortige Ablesen der Resultate der ver- 
schiedensten Rechenaufgaben, z.B. von Multiplikationen, Divisionen, 
Potenzierungen, Wurzelziehungen, algebraischen Gleichungen, tri- 
gonometrischen Aufgaben, Zinseszins- und Rentenaufgaben u. a. 
Sie ersparen jedes Rechnen und geben die Möglichkeit, jedes 
rechnerisch gewonnene Resultat sofort auf seine Richtigkeit zu 
prüfen. 

Die bisher erschienenen Blätter behandeln die Auflösung der 
allgemeinen kubischen Gleichung. 

Die Einfachheit in der Anwen- 
dung dieser Rechenblätter kann 
man aus nebenstehender Skizze 
erkennen. 

Soll z.B. die Gleichung 

2 —6,9°+93c +1 = 0 
gelöst werden, so suche man auf 
der linken Seite der wagerechten 
Skala die Zahl —6,9, auf der 
senkrechten Skala oben die Zahl 
9,3 auf und verbinde die beiden 
dadurch bestimmten Punkte durch eine Gerade. Diese Linie 
schneidet die krumme Skala in den Punkten 5, 2; —0,1. Das 
sind dann die Wurzeln der Gleichung. 


Archiv d. Math. u. Phys. III. Reihe, VI, Seite 337: „Die Rechenblätter 
können auf das beste empfohlen werden, da sie langweilige, sich stets wieder- 
holende Rechnungen, wie sie in der Technik fortwährend vorkommen, über- 
flüssig machen. Das Einarbeiten in den Gebrauch der Rechenblätter bietet 
keinerlei Schwierigkeiten und dem Techniker, der den Vorzug derselben — 
eine große Zeitersparnis — kennen gelernt hat, werden die Rechenblätter bald 
ebenso unentbehrlich sein, wie der logarithmische Rechenschieber, der als die 
einfachste Art einer solchen Rechentafel aufgefaßt werden kann.“ | 
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